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Corrigé TD sur les séries de Fourier
) (
Exercice 1
)[image: ]
1) Transformée de Fourier de la dérivée
Supposons que   intégrable, dérivable et à dérivée intégrable. Sa dérivée   possède alors une transformée de Fourier, donnée par

Une intégration par parties donne  (sachant que )

A la dérivation de  par rapport   correspond donc la multiplication de  par  .
Plus généralement, pour la dérivée d’ordre m, on a :

2) Dérivée de la transformée de Fourier

soit en dérivant sous le signe somme :

Plus généralemnt, on a :

3) Quelques propriétée de la transformée de Fourier
1. [image: ]Propriété de linéarité
L’intégration étant une opération linéaire, la transformée de Fourier l’est aussi, c'est-à-dire,   et   étant des scalaires, on a 

En d’autre termes , la transformée dr Fourier commute avec l’addition et la multiplication par un scalaire.
2. Translation
Cherchons la transformée de Fourier de  avec  réel. En posant 

Soit :

 (
Exercice 2
)[image: ]A la translation de  correspond un déphasage de  proportionnel à  c'est-à-dire la transformée de Fourier de  s’obtient en multipliant  par le facteur de phase  .

3. Changement d’échelle  (ou transformée de Fourier de l’homothétie) 
Changer l’unité pour la variable  revient à multiplier celle-ci par une constante . En posant  , on obtient

Une compression del’échelle des  entraine une dilatation de l’échelle des  .
[image: ]En terme plus physique, Une compression del’échelle des longueurs  entraine une dilatation de l’échelle des nombres d’ondes. De même, une compression del’échelle des temps  entraine une dilatation de l’échelle des pulsations.
4. Modulation
Inversemant, la transformée de Fourier de  ( avec réel) est donnée par :

Soit :
 (
Exercice 4
)
[image: ]A la modulation de  correspond une translation de .
4) Sinus et Cosinus-tranformée de Fourier
Soit   absolument intégrable sur l’ensemble des réels:
· On appelle Sinus-transformée de Fourier de la fonction  , la fonction définie par :

Sa transformée inverse ( dite inverse de sinus-transformée de Fourier ) est donnée par
[image: ]
· On appelle Cosinus-transformée de Fourier de la fonction  , la fonction définie par :



1

image3.png
La fonction f est impaire done a(f) est nul. On a, si n > 0, en intégrant par parties,

ba(f) = %](z—%)'sin(m)dz
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Les termes de rang pair sont muls, d'oit la série de Fourier
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qui converge en particulier pour z = /2. On a
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La fonction f est paire, donc by(f) = 0. On a
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Le coefficient est nul si n est impair. Alors

o) =2

don

mn=2-1 f: 1 cos(2ka).
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La série converge pour tout z. En particulier
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1. Comme f est paire, alors pour tout n € N, by (f) = 0.
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an(f)=

car la fonction z — 27 cos (nz) est paire.
En utilisant Vintégral par partie deux fois, on trouve
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La série de Fourier associée & f est done
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2. f est C! par morceau et continue sur R done d’aprés le Theoréme de Lejeune Dirichlet, la série
de Fourier de f converge simplement vers f sur R.

Donc en tout point z oi la fonction f est continue, on a :

f@)= 42‘

En particulier pour z =0, on a :
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De meme pour z =7, on a :
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En utilisant Iégalité de Parceval, on a :
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