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Corrigé des exercices (séries entières
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1) Transformée de Fourier de la dérivée
Supposons que   intégrable, dérivable et à dérivée intégrable. Sa dérivée   possède alors une transformée de Fourier, donnée par

Une intégration par parties donne  (sachant que )

A la dérivation de  par rapport   correspond donc la multiplication de  par  .
Plus généralement, pour la dérivée d’ordre m, on a :

2) Dérivée de la transformée de Fourier

soit en dérivant sous le signe somme :

Plus généralemnt, on a :
[image: ]
3) Quelques propriétée de la transformée de Fourier
1. Propriété de linéarité
L’intégration étant une opération linéaire, la transformée de Fourier l’est aussi, c'est-à-dire,   et   étant des scalaires, on a 

En d’autre termes , la transformée dr Fourier commute avec l’addition et la multiplication par un scalaire.
2. Translation
[image: ]Cherchons la transformée de Fourier de  avec  réel. En posant 

Soit :
[image: ]
A la translation de  correspond un déphasage de  proportionnel à  c'est-à-dire la transformée de Fourier de  s’obtient en multipliant  par le facteur de phase  .

3. Changement d’échelle  (ou transformée de Fourier de l’homothétie) 
Changer l’unité pour la variable  revient à multiplier celle-ci par une constante . En posant  , on obtient

Une compression del’échelle des  entraine une dilatation de l’échelle des  .
En terme plus physique, Une compression del’échelle des longueurs  entraine une dilatation de l’échelle des nombres d’ondes. De même, une compression del’échelle des temps  entraine une dilatation de l’échelle des pulsations.
4. Modulation
Inversemant, la transformée de Fourier de  ( avec réel) est donnée par :

Soit :

A la modulation de  correspond une translation de .
4) Sinus et Cosinus-tranformée de Fourier
Soit   absolument intégrable sur l’ensemble des réels:
· On appelle Sinus-transformée de Fourier de la fonction  , la fonction définie par :
[image: ]
Sa transformée inverse ( dite inverse de sinus-transformée de Fourier ) est donnée par

· On appelle Cosinus-transformée de Fourier de la fonction  , la fonction définie par :


[image: ]Sa transformée inverse ( dite inverse de cosinus-transformée de Fourier) est donnée par:

Remarque 
· Si   est une fonction paire alors         
· Si   est une fonction impaire alors         

5) Produit de Convolution
Définition :
Soient f et g :  deux fonctions intégrables sur . On appelle produit de convolution de par g, la fonction notée  :  définie par 
· Interpretation graphique de la convolution
Considérons la convolution entre deux fonctions  et 

Le calcul de la convolution consiste donc à calculer la surface située sous la courbe  pour un  fixé. Le signal  est simplement le signal de  retourné par rapport à l’origine des   pour donner  puis translaté de .
· [image: ]Signification physique de la convolution
Il s’agit de l’intégrale de recouvrement de deux fonctions de  :  d’une part , et
   qui représente la fonction  dont on a inversé le sens de l’abscisse et décalé l’origine au point .
· Transformée de Fourier et produit de convolution
Le produit de convolution est commutatif ; et on a :
.
6) Egalité de Parseval
Soit  admettant une transformée de Fourier  . Alors on a :


[image: ]Application :
Calculer la transformée de Fourier  sinus de  ; en déduire les valeurs des intégrales :     et  .
Solution:
  , en utilisant double intégration par parties, on obtient

D’où

En posant dans cette dernière integrale on obtient:
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En appliquant la formule de Parseval:

D’où :
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2. Notons 5(x) = £, G562, xeD,.
En dérivant terme a terme, il vient que

i i
el =Ll S =Y (1) =x Y () = —.
=3 =3
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Par intégration. on obtient

.t
[ st [
Comme 5(0) =0, on déduit que  S(x) = [§ Lt Vxe] - 11[.

vl - L1l S(x)-S0) =

Pour calculer S(x), nous sommes conduits 2 la décomposition
-1 1+1
3(1+n) "1+

UL a1 3
1| 41 (s dres [
"‘*l],,*a[z/.,:fﬂ 3l

1 1 ol
:7§|nu+x|+5|n\ffx+l|+ﬁ/n

Maintenant on a

o
[t

:Jmuup!mpﬂfu||+ﬁ[a.m..

:ﬂln\|+x|+ |n\;2 x+l|+f[nmn

On déduit que pour tout x €] — 1, 1], on a

s(x):%muuuém\xku|\+‘ﬁ[ma..(

) Caleul de la somme de la série ¥/, (1
Nous allons montrer que S(x) est continue sur [0, 1]. Pour cela nous appliquons
la régle d" Abel uniforme & la série ¥, 12"+ sur [0,1].
Posons ay(x) = ey by=(~1)".

Pour tout x € [0, 1] Ia suite (as(x) . est décroissante (évident).

W€ [0,1], |an(x)| < 515 donc a,(x) tend uniformément vers 0 sur [0, 1].

VneN, |bo+by+--+bo < 1.

On déduit que X% S50+ converge uniformément sur [0, 1], sa somme
S(x) est donc contine sur [0,1]. ce qui entraine que

D ) — st —
£ GV s -t = § (vin-m2).
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) Caleul de la somme de série ¥, s -

En utilisant la décomposition en éléments simples, on obient

N '(L,;)
Gn+2)(6n+5) 3\6n+2 6n+5

i (et
(3(2..)+z 3(u+|)+2)

On en déduit que
o 1:
Z(6n+2)(ﬁn+5):§~§,3n+2

=1

(V3r—m2).
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‘Exercice 3.
a) Onsaitque In(l+u)=x;" CVw, uel—
En posant u = x— 1, on obficnt

fil)=tnx= f(’ni(xfm x€0.2].

b) On peut écrire fo(x) = £ =} (%) . Ainsi fa(x) apparait comme la somme
d'une série géométrique de premier terme a = 1 et de raison g = —*3: par suite

-
aw=3 £ Glu-ar, xdost

©) En décomposant en élément simples, on obtient

fix) =

Maintenant on a

e
=Y, xe-L1]
=1

::);G)' xel-22L

On déduit que

/(x):f(lfi ¥ xe]- Ll
3 L (-5 ) ¥ AL

d) Par dérivation, on obtient
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Maintenant on a
0" xe-22

", xel-33[

On déduit que
filr) = ):(2,,1H yH)“”E(% y)f xel-2,2L

En intégrant terme 2 terme, on obtient

/l:f;u).h:7‘};/:(2%+%)r'm:7§;(%+%)§. xe]-2.2],
donc
w0 =-F (345) 5 sa-2a

Comme f3(0) = In6, on déduit que

fi(x)=In6— ):(2,, 3,,)f. x€]-2,2[
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Comme f3(0) = In6, on déduit que

L(x):lnﬁflg(%+%)§. xel-22[

‘Exercice 4. On se propose de calculer les sommes des séries X0 g et Luzo Sy

Posons f(x) = ¥, 54—, ¥ €] 1.1[. Par décomposition, on a
e e\ 1 =
=Y (5 57)=3 B ey 1
& 2,?::,,(2..71 2n+1) 2(,;,2”1 E,ZHI) o
Deux cas se présenten :

1cas: x€]0,1], posonsx=
,(,,:;(,H

En dérivant terme & terme la séie ¥/, 7. on obtient

(£

yelo1l.
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Par intégration. on obtient
Py
,,)::n?)v+l :i'"( -
On deduit que
()
2eas: x|~ 10, posons —x=)* & y=y=x, yel0.1[.Ona

(L F et E ey
’("*2(’”2;,2,.7“’);?“)

. A
,2(717(”;)_);‘ o )

@
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En dérivant terme 2 terme la série ¥

(SO .
(): i1 ) =Ley

Par intégration, on obtient

£ ¥ 2,""17:“ —arctany, yelo,
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):( 2,)'":?“4::1:..;. yeo.1].

On déduit que

xe] - 1,00 @)

Drapres (1), ona f(0) = —
D'autre part la somme f(x) est définie sur [ 1,1] car les séries numériques de termes
L sont convergentes.

généraux et S

Veérifions que f(x) est continue sur [~1,1], en effet pour tout x € (1, 1] etn € N* ona

La série entiére considérée est alors normalement convergente sur 1. 1], sa somme f(x)
est donc continue sur [~
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En utilisant (2), on déduit que

1 "
Loy /0= fim /)

:—1+5 Jim 1 (VX

1V

(%)

- i 4|.m [(ﬁ—7)|n(|+‘/)+‘[(|+ﬁ)(|—ﬁ)|n(|—\/)]
1

3
En utilisant (3), on a aussi

i =)= lim f)= 77(|+2mm|)77¥

[Exercice 5. On considére I'équation différentelle
Y2 42y =0
¥0)=1; y¥(0)=

(E)
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‘Cherchons des solutions développables en séries entiéres.
¥ = ): ans ()= fna..f'"; Y'(x) = E,,(,,, Dap" >
= =}

1
0.

WO=1 =

Y(0)=0 =
En reportant dans (E) et en effectuant les changements d"indices nécessaires pour avoir
partout " on obient :

):(n+2)(n+|)a,.pf'+22nn.l"+zza..l" 0

E=1 f=)

2az+a0) + ): (n+2)(n+1)ans2+2(n+ 1)an) " =0
st
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Tous les coefficients doivent étre nuls, soit :

2

=0 e Wzl a —an.
a+a m2l aa = sa

On en déduit, en distinguant les indices pairs et impairs :
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nequehsém}:n!(xfﬂ" ne converge que pourx = 5.
On deéduit que D, = {5}

% s

=g R=lim | im0 25 < 1

Lonétudie ¥, 5ty ~ 3 L% divergente (série harmonique).
Six=—lonétudie ¥, % - convergente d’aprs la régle de Leibnitz.
On deduit que D, = [~1.1[.

©) L% Bt
Posons Uy (x)
Timg o [

221,21 et appliquons la régle de D’ Alembert.

(s
Ty o 2 =0 VXER =D =R (R=4ee).

@ g e

Posons Uy (x) 7 et appliquons la régle de Cauchy .
o _ E=1™Y (o sip—1<1
A G EI=lim T = e s o151

Ainsi la série Y U, (x) converge absolument si et seulement
On déduit que R=1; D, =[0.2].

o LT
Posons Uy (x) = &=+ et appliquons la régle de D’ Alembert.

limy | % = tim 1 B < 1 ] <2, done R=2.
Six=:+2, alors |Uy(x)| = 4 Vn € N*, donc ¥ Uy () diverge si x = %2 car son terme
‘général ne tend pas vers 0, ce qui entraine que D, =] 2,2
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[Exercice 2.

n+2
I 5s

o' = o' < 1o o] < 1.

= £ convergente d'apres la régle de Leibnitz.

Faso s ~ 4 Easo ) divergente (séric harmonique).
-





