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Exercice 1.

~+o0
a) Y, onl(x—=>5)"
Posons X = x — 5, la série se réécrit } a,X" avec a, = n!.

R=1lim, o ‘a:%‘ =lim; 4o # = 0, donc la série Y a,X" ne converge que pour

X =0, ce qui entraine que la série ¥ n!(x — 5)" ne converge que pour x = 5.
On déduit que D, = {5}

b) Loz
an = s R=1imyspen | 22| = limysyeo 385 = 1.
Si x = 1 on étudie :;“0 T ™~ 3 Z+°° L divergente (série harmonique).
Six = —1 on étudie Z;f 0 (2;}31 convergente d’apres la regle de Leibnitz.
On déduit que D, = [—1,1].

C) Z;Il—ooo 2r£l—0'—1x2n

Posons U, (x) = 2”“ x*" et appliquons la regle de D’ Alembert.

limn%Jroo Uln]-nH = hmnﬁ%x, %X =0 WxeR= DC =R (R = —|—oo)
o _1\n(n+1)
n(n+1
Posons U, (x) = D o appliquons la régle de Cauchy .
o =1 0 i r—1]<1

Ainsi la série Y U, (x) converge absolument si et seulement si [x — 1| < 1.
On déduitque R=1; D.=0,2].

too 3n+2
e) Zn:());;nT

Posons U, (x) = 8:112 et appliquons la régle de D’ Alembert.
—l1m,,_>+oo ‘8‘ <1< |x] <2,donc R=2.

fimy oo | G2
Six = =£2, alors |Uy,(x)| = j Vn € N* donc Y U, (x) diverge si x = %2 car son terme
général ne tend pas vers 0, ce qui entraine que D, =| —2,2].

. o 2 SN"
p) Une autre méthode consiste a remarquer que YU, (x) = 5 ¥ (%) série géométrique.

Exercice 2.
1. Posons Uy (x) = (3 - +)2x3"+2 et appliquons la regle de D’ Alembert.
. | Unsa 3n+2 |3 3n+2, 3 3
AT T 3 s [ | T g S R <t e <

On déduit que R = 1.

Six=1: Y,>0 % convergente d’apres la regle de Leibnitz.

Six=-1: Y, ﬁ ~ %an()% divergente (série harmonique).
Donc D, =] — 1, 1]



2.

3.

Notons S(x) = Y7, 3n+2x3”+2, x € De.
En dérivant terme a terme, il vient que

+oo +o0
() — 3n+1 _ 3 X
Vx €] -1,1], S(x)—ng(—l)"x" —xngb(—x F=1ra

Par intégration, on obtient

X X t
—1,1 —5(0) = ’tdtz/—dt.
veel =L S@-S0)= [ Swd= [
Comme S(0) =0, on déduit que ~ S(x) = [y ;rzdt  Vx €] -1 1][.
Pour calculer S(x), nous sommes conduits a la décomposition

-1 n t+1
1+ 3(1+t)  3(2—t+1)

Maintenant on a

/x dt = 1ln]1+t|x+1 l/x 201 dt+3 t__d
o 1413 3 0 312)0 t2—t+1 2o t2—t+1

2
1 1 X —=dt
:——ln|1—|—x|—}——ln|x2—x—|—1|+\/§/ V3
. 6 0 ( t—i> +1
Vi V3
1ln|1~|— |—i—11n|2 —l—1|—|—\/§{arctan(2t ! )T
=—= x|+ —=Injx” —x —t——
V3 \/§ 0

1 T
:——ln|1-|—x|+—1n|x —x+1|+\/_[arctan( ) }
\/_ \/_

On déduit que pour tout x €] — 1,1[, on a

1 1 1
S(x) = _§1n|1+x|+gln|x2—x+1!+\/g{arctan (7x—7) ”}

=n"

a) Calcul de la somme de la série Zn —0 3017 -

Nous allons montrer que S(x) est continue sur [0, 1]. Pour cela nous appliquons

la régle d’ Abel uniforme 2 la série ¥, (3; Jr)z "2 sur [0,1].

3n+2 bn:(—l)n

Posons  a(x) = 3,77,

i. Pour tout x € [0, 1], la suite (an(x)),>( est décroissante (évident).

ii. Vxe[0,1], |an(x)| < 3n+2, donc a,(x) tend uniformément vers 0 sur [0, 1].

i, Vn €N, |bo+by+---+by| <1

On déduit que Y%, 3; +)2 K32

S(x) est donc continue sur [0, 1]. ce qui entraine que

v =D R
’;)m_S(l)_th(x)_g(ﬁﬂ_lnz),

x—1

converge uniformément sur [0, 1], sa somme



b) Calcul de la somme de série Z;:O m.

En utilisant la décomposition en éléments simples, on obtient

1 1/ 1 1
(6n+2)(6n+5) 3 <6n+2 - 6n+5)

_1 ( 1)2n ( 1)2n+1
_§<3(2n)+2 3(2n+1)+2>

On en déduit que

:

1

Foo 1 &=
,12{)(6n+2)(6n+5 5; (\/_n—ln2>.

@I»—

Exercice 3.
a) Onsaitque In(l+u)=Y"" (7n ,
En posant u = x — 1, on obtient

—_
—
=
<
N
M,
|
—
e

(x—1)", x€]0,2].

1 1

b)  On peut &crire fo(x) = ¢ = 3 (1+x Z

) Ainsi f,(x) apparait comme la somme

d’une série géométrique de premier terme a = % et de raison g = —’%2; par suite

i’l

oo
Z )", x€]0,4].

¢) En décomposant en élément simples, on obtient

1 1 1 1

NIH

Maintenant on a

~+oo
=Y X", xe]-1,1],

556
= =), x€]-2,2]

1_/% n=0 2

On déduit que

+o0 1

f3(x) = Z:0<1—2n+1)x” x€]—1,1[.
n=

d) Par dérivation, on obtient

2x—5 1 1
TR _
f4(x)_x2—5x-|—6 2(1-3) 3(1-3%)




Maintenant on a

1 ™= (x)ﬂ
= =), x€]-22],
1_)56 n=0 2
1 = n
- = =), x€]-3,3]
1_§ n=0
On déduit que
, g 1 1 " =71 1 ne1
f4(x):_20 2n+1+3n+1 X :_Z] ﬁ+3_n X 3 xe]_272[
n= n—=

En intégrant terme a terme, on obtient
X P eS| 1 RuaAs| 1\ x"
|(t)dt = — / — )" ldr =~ — )= —-2,2
/of4() ,;0 T ; Ty ) o FEITRA

donc

=1 1\ x*
x)— f4(0 ———E m T ) Xx€l-22
f4( ) f4( ) = (271 3n> n E] [

Comme f1(0) = In6, on déduit que
=1 1)\ x"
=1n6— —+ = | — —2,2].
f4<)€) n ,;1(2"+3n> n’ XE] ’ [

. L —1)"
Exercice 4. On se propose de calculer les sommes des séries Y, Aﬁ et Y.,>0 (=1)

21"
Posons f(x) = ::04,;5”—_17 x €] — 1, 1. Par décomposition, on a
1 &= P P 1 [ & xn+1 too yn
S — =_ — . 1
&) 2,;0<2n—1 2n+1) 2 (Zl 2n+1 ,;Ozn+1> M

Deux cas se présentent :

1ercas: x€)0,1[, posonsx=y><y=+/x, y€|0,1[.Ona

1 too yntl T n
—_ (-1 _
f&) =3 +n;)2n+1 S ont 1

1 1 +o0 y2n+1
= =14 (y== .
2( +( y),;)Zn—I—l

+oo y2n+l
n=0 2n+1°

En dérivant terme a terme la série ) on obtient

ooyt " e . 1
= = 0,1].
L5 n;)y Ty Yol

n=0



Par intégration, on obtient

400 2n+1
y 1 I+y
= _In(-2 0,1[.
r;)ZIH—I 2“(1—y)’ y €0, 1

On déduit que
f(x)z—%%—%[(ﬁ—%)ln(ii—ﬁcﬂ, x €]0,1[. (2)

2¢cas: x€]—1,0[, posons —x=y?><y=+/—x, y€|0,1[.Ona

40 1\n+1 _xn+1 too 1)V (—x)"
f<x>=§(—1+go( 1yt D >)

2n+1 = 2n+l1
1 1\ &= (—1)" 2n+1
_! _1_(y+_) Z% -
2 y) = 2n+l
L. N L. Yoo (71)ny2n+l .
En dérivant terme a terme la série ), '~ 5 on obtient

/
00 (_l)nyZn—i-l +o0 1
L7 = )y = 0.1[.
(Z 2n+1 2 (=" 1+y?’ y€l0.1]

n=0 n=0
Par intégration, on obtient

+o0 (_1>n 2n+1

Z y

—=arctany, y €]0,1].

= 2n+1
On déduit que
1 1
= (=) i o

D’apres (1), ona f(0) = —1.

D’autre part la somme f(x) est définie sur [—1,1] car les séries numériques de termes
1 (="

=1 Sl apg

généraux sont convergentes.

Vérifions que f(x) est continue sur [—1, 1], en effet pour tout x € [—1,1] etn € N* on a

x}’l

<
4n2—1‘_4n2—

1(terme général d’une série convergente).

La série entiere considérée est alors normalement convergente sur [—1, 1], sa somme f(x)
est donc continue sur [—1,1].
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En utilisant (2), on déduit que

+oo 1 ]
me =f(1) :xlif{l_f(x)
11 | 14/
Z—fzxf?-(ﬁ‘%”“(l_ﬁ)
3 dm (VA o1 V) (VA= A~ v
1

En utilisant (3), on a aussi

v (=" . 1 2+ 7
,;)4# 1= f(=1) :X_lgnﬁf(x) =—3 (I+2arctanl) = -
Exercice 5. On considere 1’équation différentelle
y'4+2xy' +2y =0
, ()
y(0)=1; ¥(0)=0
Cherchons des solutions développables en séries entieres.
) =Y axs Y (x)=Y na YY) =Y nn—1ax"?
n=0 n=1 n=2

y0)=1 =ap=1
y(0)=0 =a; =0.

En reportant dans (E) et en effectuant les changements d’indices nécessaires pour avoir
partout x"* on obtient :

oo oo oo
Y (n+2)(n+1)anox"+ Y 2nap + Y 2a,x" =0
n=0 n=1 n=0
Joo
2(az+ap) + Z (n+2)(n+1ap2+2(n+1)a,)x" =0
n=1

Tous les coefficients doivent étre nuls, soit :

2

a)+ay=0 et Vn>1, an+2=—man.

On en déduit, en distinguant les indices pairs et impairs :

—1)? —1)? .
@p+1 =0; a2p=¥610=< ,) , VpeN’,
p: p:

_ oyt (=1)P 2p_e—x2

soit  y(x) =Y¥,% X = avec R = Hoo.
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