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Avant-propos  

 

Aujourd’hui, la dynamique des fluides compressibles et incompressibles est un 

domaine de recherche très actif avec de nombreux problèmes non résolus ou partiellement 

résolus. Ce document résulte de quelque année d’enseignement au niveau de l’Ecole 

Nationale Polytechnique d’ Oran. Son objectif essentiel est de présenter sous une forme 

rigoureuse et pédagogique, les connaissances de base sur le domaine des écoulements 

compressibles et mettre en exergue l'importance de ce sujet dans le contexte des applications 

d'ingénierie courantes et notamment celles liées directement à l’aéronautique. Cela signifie 

que l'étudiant devrait acquérir une connaissance générale sur les équations de base qui 

régissent les phénomènes, qu’elles soient de conservation de masse, de quantité de 

mouvement ou d’énergie ainsi que des relations thermodynamiques et ce, afin de prédire 

l’évolution des paramètres physiques. 

Ce document s’adresse plus particulièrement aux étudiants de la quatrième année 

ingénieur en génie mécanique, option énergétique mais peut être également à toute personne 

qui désire comprendre de près ou de loin la gazodynamique sur les plans théoriques et 

technologiques. Cependant, un prés-requis de connaissances sur la thermodynamique et la 

mécanique des fluides leur est nécessaire. 

Enfin, nous serons reconnaissants à tous ceux qui voudront nous faire part de leurs 

critiques ou leurs conseils. Je vous souhaite une bonne lecture ! 
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I.1. Introduction 

I.1.1 Définitions 

La gazodynamique : (Gasdynamics) est la branche de la dynamique des fluides qui 

s’occupe du mouvement de l’air et d’autres fluides gazeux, et des forces réagissant sur un 

corps en mouvement relatif. 

L’objectif de ce cours est d’expliquer de tels phénomènes et les décrire en utilisant les 

équations fondamentales suivantes : 

o équation de continuité. 

o équations de quantité de mouvement. 

o équation de l’énergie. 

o équation d’état des gaz. 

 

En résolvant simultanément les équations citées ci-dessus pour quatre inconnues ; pression, 

densité (masse volumique), température et la vitesse d’écoulement (p, ρ, T, u). Toutefois la 

théorie des écoulements compressibles est assez compliquée, c’est la raison pour laquel on 

suppose la réversibilité et l’adiabaticité de l’écoulement. 

 

I.1.2 Le phénomène de compressibilité 

La compressibilité d’un fluide est une mesure de la variation de sa densité qui peut survenir 

suite à un changement de pression. Les gaz sont généralement compressibles alors que la 

majorité des liquides manifestent une compressibilité négligeable. Dans un écoulement de 

fluide, il y a des changements de pression résultant par exemple d’une variation de la vitesse 

de l’écoulement. 

Il existe des situations pratique où les variations de densité et de température sont 

négligeables. La mécanique des fluides incompressibles traite les écoulements où l’influence 

de la variation de la pression et de la vitesse est si négligeable qu’elle n’affecte pas ou peu la 

densité et la température : l’écoulement peut être considéré comme incompressible. 

Pratiquement, la variation de la densité et de la température peut être si importante qu’elle 

induise des modifications essentielles des caractéristiques de l’écoulement. Dans de tels cas, il 

est indispensable  d’étudier la thermodynamique de l’écoulement simultanément avec sa 

dynamique. Cette étude est connue sous le nom de mécanique des fluides compressibles ou 

gazodynamique. 

Les applications de la gazodynamique sont innombrables. Cette dernière joue un rôle essentiel 

dans la conception des avions et des projectiles rapides, ses notions sont importantes dans 

plusieurs dispositifs d’ingénierie. Parmi ses applications : 

 Les turbines à gaz et à vapeur : l’écoulement au travers des aubes et des passages inter 

aubes est compressible. 

 Les moteurs thermiques alternatifs : l’écoulement à travers les soupapes et dans les 

conduites d’aspiration et de refoulement doit être considéré comme compressible. 

 Le transport du gaz naturel : les effets de la compressibilité sont importants dans le 

calcul et le dimensionnement des gazoducs. 

 Les chambres de combustion. 
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I.1.3 Hypothèses Fondamentales 

Les phénomènes d’écoulements gazeux sont complexes et variés, une recherche d’une 

solution exacte demande une théorie considérable. Dans le but de traiter des problèmes 

d’ingénierie, il est nécessaire d’adopter des hypothèses simplificatrices. Parmi ces 

considérations : 

1. Le gaz est continu : le gaz doit être considéré comme un milieu continu. Cette 

hypothèse est invalide lorsque la pression et la densité sont faibles, comme est le cas 

dans des moteurs spatiaux opérant à haute altitude et dans les écoulements à densité 

faible (le vide). 

2. Il n’y a pas de réactions chimiques dans l’écoulement gazeux : les réactions 

chimiques induisent des changements dans la composition du gaz et des transferts 

énergétiques au sein du gaz lui-même et avec son environnement. La combustion est 

un exemple typique des écoulements réactifs. De tels cas peuvent se produire lorsque 

les variations de la température et de la pression sont importantes. 

3. Le gaz est parfait : 

a. La loi des gaz parfaits :  
𝑝

𝜌
= 𝑟𝑇 =

𝑅

𝑀
𝑇                                                  (I.1) 

b. Les chaleurs massiques à pression et à volume constants sont constantes et : 

 𝛾 =
𝐶𝑝

𝐶𝑣
    et   𝑟 = 𝐶𝑝 − 𝐶𝑣       (I.2) 

4. Les effets de gravité sont négligeables : cette hypothèse est justifiée pour les 

écoulements gazeux. 

5. Les effets de viscosité sont négligeables. 

Le champ de l’écoulement est totalement décrit lorsqu’on connait en tous points les variables 

suivantes : 

o Le vecteur vitesse, u. 

o La pression, p. 

o La masse volumique, . 

o La température, T. 
 

Pour décrire le champ de l’écoulement, quatre équations exprimées en fonction des quatre 

dernières variables sont considérées. Ces équations sont dérivées à partir des principes 

suivants : 

 La conservation de la masse (équation de continuité). 

 La conservation de la quantité de mouvement (loi de Newton). 

 La conservation de l’énergie (premier principe de la thermodynamique). 
 
 

I.2. Equations de l’écoulement unidimensionnel de fluide compressible  

Beaucoup d’écoulements de gaz qui peuvent exister dans le monde de l’ingénieur peuvent être 

assumés comme unidimensionnels ; le gaz se meut suivant une seule direction et une seule 

composante du vecteur vitesse est considérée. On sait qu’un écoulement stationnaire est un 

écoulement dans lequel il n’y a pas de changements de ses propriétés en fonction du temps. 

Les équations de l’écoulement unidimensionnel sont applicables à des écoulements dans une 
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conduite droite, elles donnent une assez bonne précision dans le cas des conduites à section 

variable et ce lorsqu’une seule direction est prédominante. 

I. 2.1 L’équation de continuité 

En l’absence de sources et de puits, le taux de matière entrant dans un volume de contrôle est 

égal au taux qui le quitte : 

 �̇�1 = �̇�2  

 𝜌1𝑆1𝑢1 = 𝜌2𝑆2𝑢2        (I.3) 

Ou sous forme différentielle :  
 

 𝜌𝑆𝑢 = (𝜌 + 𝑑𝜌)(𝑆 + 𝑑𝑆)(𝑢 + 𝑑𝑢) 
  

 
 

 

 

En négligeant les ordres supérieurs : 

 𝑢𝑆𝑑𝜌 + 𝜌𝑆𝑑𝑢 + 𝜌𝑢𝑑𝑆 = 0 
  

Ou : 

 
𝑑𝜌

𝜌
+
𝑑𝑢

𝑢
+
𝑑𝑆

𝑆
= 0        (I.4) 

Cette équation lie les changements différentiels de la masse volumique, de la section et de la 

vitesse. Si la masse volumique est assumée constante, la variation de la section et de la vitesse 

sont de signes opposés.  

Note : Il existe plusieurs méthodes pour la démonstration de l’équation de continuité. 

 

Démonstration de  l’équation de continuité 

L’équation de continuité est obtenue en appliquant le théorème de transport et loi de 

divergence (Ostrogradsky) ; 

- Le théorème de transport :    
𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝑓
𝑉

𝑑𝑉 = ∫
𝜕𝑓

𝜕𝑡𝑉
𝑑𝑉 + ∫ 𝑓. 𝑢.⃗⃗⃗  �⃗� 

𝑠
𝑑𝑠                     (I.5) 

- La loi de divergence :    ∫ 𝑓. �⃗� 
𝑠

𝑑𝑠 = ∫ �⃗� 𝑓
𝑉

𝑑𝑉                                                    (I.6) 

 

Première méthode :  
 

𝑚 = ∫ 𝜌
𝑉

𝑑𝑉     ⇒   
𝑑𝑚

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜌
𝑉

𝑑𝑉 = 0      

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜌
𝑉

𝑑𝑉 = ∫
𝜕𝜌

𝜕𝑡𝑉
𝑑𝑉 + ∫ 𝜌. 𝑢.⃗⃗⃗  �⃗� 

𝑠
𝑑𝑠      

 

Fig.I.1. Volume de contrôle. 
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On a : ∫ 𝜌. 𝑢.⃗⃗⃗  �⃗� 
𝑠

𝑑𝑠 = ∫ �⃗� 𝜌�⃗� 
𝑉

𝑑𝑉   ⇒    
𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜌
𝑉

𝑑𝑉 = ∫
𝜕𝜌

𝜕𝑡𝑉
𝑑𝑉 + ∫ �⃗� 𝜌�⃗� 

𝑉
𝑑𝑉    

 

⇒    
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ �⃗� 𝜌�⃗� = 0                                                                                         (I.7) 

 

En régime permanent : 
𝜕

𝜕𝑡
= 0  ⇒   ∫ 𝜌. 𝑢.⃗⃗⃗  �⃗� 

𝑠
𝑑𝑠  ⇒   𝜌. 𝑢. 𝑆 = 𝑐𝑜𝑠𝑡 

 

Deuxième  méthode :  

𝑚 = ∫ 𝜌
𝑉

𝑑𝑉     ⇒   
𝑑𝑚

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜌
𝑉

𝑑𝑉 = 0 
 

⇒   
𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜌
𝑉

𝑑𝑉 = ∫
𝑑𝜌

𝑑𝑡𝑉
𝑑𝑉 + ∫ 𝜌

𝑑(𝑑𝑉)

𝑑𝑡
= ∫

𝑑𝜌

𝑑𝑡𝑉
𝑑𝑉 + ∫ 𝜌

𝑑

𝑑𝑡
(𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧) 

𝑉
 

𝑉
 

 

= ∫
𝑑𝜌

𝑑𝑡
𝑉

𝑑𝑉 + ∫ 𝜌 [
𝑑

𝑑𝑡
(𝑑𝑥)] 𝑑𝑦𝑑𝑧 + ∫ 𝜌 [

𝑑

𝑑𝑡
(𝑑𝑦)] 𝑑𝑥𝑑𝑧 

𝑉

+ ∫ 𝜌 [
𝑑

𝑑𝑡
(𝑑𝑧)] 𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝑉

 

𝑉

 

 

= ∫
𝑑𝜌

𝑑𝑡
𝑉

𝑑𝑉 + ∫ 𝜌[𝑑𝑢𝑥]𝑑𝑦𝑑𝑧 + ∫ 𝜌[𝑑𝑢𝑦]𝑑𝑥𝑑𝑧 

𝑉

+ ∫ 𝜌[𝑑𝑢𝑧]𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝑉

 

𝑉

 

= ∫
𝑑𝜌

𝑑𝑡
𝑉

𝑑𝑉 + ∫ 𝜌 [
𝑑𝑢𝑥
𝑑𝑥
] 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + ∫ 𝜌 [

𝑑𝑢𝑦

𝑑𝑦
] 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

𝑉

+ ∫ 𝜌 [
𝑑𝑢𝑧
𝑑𝑧
] 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

𝑉

 

𝑉

 

 

= ∫
𝑑𝜌

𝑑𝑡𝑉
𝑑𝑉 + ∫ 𝜌𝑑𝑖𝑣𝑢 ⃗⃗  ⃗ 𝑑𝑉 

𝑉
  ⇒  

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ �⃗� 𝜌�⃗� = 0                                                    (I.8) 

 

I.2.2 L’équation de conservation de la quantité de mouvement ( Equation d’Euler) 

L’équation d’Euler est obtenue en appliquant le principe de la conservation de la quantité de 

mouvement à un volume de contrôle de petite longueur x. L’écoulement étant stationnaire. 

 

[
𝐷é𝑟𝑖𝑣é 𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜𝑟𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑡é

 𝑑𝑒 𝑚𝑜𝑢𝑣𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑒 𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑒
] = [

𝐿𝑎 𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒𝑠 𝑒𝑥𝑒𝑟𝑐é𝑒𝑠 𝑠𝑢𝑟
 𝑐𝑒𝑡𝑡𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑒𝑠

] 

 

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜌�⃗� 
𝑉

𝑑𝑉 = ∑𝑑𝐹                                                                                                          (I.9) 

 

Suivant le théorème de transport : 
 

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜌�⃗� 

𝑉

𝑑𝑉 = ∫
𝜕(𝜌�⃗� )

𝜕𝑡
𝑉

𝑑𝑉 + ∫ 𝜌. 𝑢.⃗⃗⃗  𝑢.⃗⃗⃗  �⃗� 

𝑠

𝑑𝑠 

 

= ∫ (�⃗� 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝜌

𝜕�⃗� 

𝜕𝑡
)

𝑉

𝑑𝑉 + ∫ 𝜌 𝑢⃗⃗⃗   �⃗�  �⃗� 

𝑠

𝑑𝑠 
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On a ;  

∫ (𝜌 𝑢⃗⃗⃗   �⃗�  �⃗� )
𝑠

𝑑𝑠 = ∫ �⃗� (𝜌 𝑢⃗⃗⃗   �⃗� )
𝑉

𝑑𝑣  et       �⃗� (𝜌�⃗� �⃗� ) = �⃗�  �⃗� (𝜌. �⃗� ) + 𝜌�⃗�  �̿��⃗�  

Donc,       
𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜌�⃗� 
𝑉

𝑑𝑉 = ∫ �⃗� (
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ �⃗� 𝜌�⃗� )

𝑉
𝑑𝑉 + ∫ 𝜌 (

𝜕�⃗⃗� 

𝜕𝑡
+ �⃗� �̿��⃗� )

𝑉
𝑑𝑉 

 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ �⃗� 𝜌�⃗� = 0   Equation de continuité 

Pour les forces exercées sur le fluide :   
 

𝑑𝐹 𝑝 = −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑝 𝑑𝑉        force de pression  

𝑑𝐹 𝑉 = −𝑓𝑉⃗⃗  ⃗ 𝑑𝑉 = 𝜌𝑔𝑑𝑉 force de gravité 

𝑑𝐹 𝑣 = ∫ 𝛻𝜎 ̿�⃗� 
𝑠

𝑑𝑠          force de viscosité (contrainte visqueuses) 
 

Puisque les forces de gravité et de viscosité sont négligeables, seules sont considérées les 

forces de pression.  

∫ 𝜌 (
𝜕�⃗⃗� 

𝜕𝑡
+ �⃗� �̿��⃗� )

𝑉
𝑑𝑉 = −∫ �⃗� 𝑝 𝑑𝑉      →   𝜌 (

𝜕�⃗⃗� 

𝜕𝑡
+ �⃗� �̿��⃗� ) = −�⃗� 𝑝 

 

Si l’écoulement stationnaire 
𝜕

𝜕𝑡
= 0  et   �⃗� �̿��⃗� = �⃗� 

𝑢2

2
   (irrotationelle) 

 

𝜌�⃗� 
𝑢2

2
+ �⃗� 𝑝 = 0       ⇒    

1

2
𝜌
𝑑𝑢2

𝑑𝑥
+
𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 0    ⇒    𝑢𝑑𝑢 +

𝑑𝑝

𝜌
= 0                     (I.10) 

Ou bien :                
𝑢2

2
+ ∫

𝑑𝑝

𝜌
= 𝐶                                                                        (I.11) 

 

Telle que C est une constante. Pour résoudre cette équation, il faut connaître l’expression de 

𝜌. Si l’on considère que le fluide est incompressible, alors : 

𝜌
𝑢2

2
+ 𝑝 = 𝐶                                                                                                       (I.12) 

Qui est l’équation de Bernoulli. 

 

Relation générale de Bernoulli : 

Le théorème de Bernoulli traduit la conservation de l’énergie entre deux points (entrée/sortie), 

il est valable pour les écoulements incompressibles. 

- Pour un écoulement incompressible sans échange de travail et chaleur 

Lorsqu’on a un écoulement d’un fluide parfait entre deux points, où il n'y a aucune machines 

(pompe, turbine, compresseur…) entre ces points, la relation de Bernoulli s’écrit sous la 

forme suivante :  
 

 

 

 

 
 

 

 

 

𝜌  

𝑢1 

𝑍1 

𝜌  

𝑢2 

𝑍2 

Fig.I.2. Volume de contrôle sans échange. 
 



ENP MA d’Oran                                   Cours Gazodynamique                        Mr BOUSBAA Hamza 11 

 

1

2
𝜌𝑢1

2 + 𝜌𝑔𝑍1 + 𝑝1 =
1

2
𝜌𝑢2

2 + 𝜌𝑔𝑍2 + 𝑝2                                                                              (I.13) 

 

- Pour un écoulement incompressible isentropique avec un échange de travail 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1

2
𝑢1
2 + 𝑔𝑍1 +

𝑝1
𝜌⁄ =

1

2
𝑢2
2 + 𝑔𝑍2 +

𝑝2
𝜌⁄ −

𝑃𝑛𝑒𝑡
�̇�⁄                                                               (I.14) 

 Avec ;         
𝑃𝑛𝑒𝑡

�̇�⁄ = 𝑤𝑢 

 𝑃𝑛𝑒𝑡 : La puissance nette 

           �̇� : Le débit massique 

𝑢2
2−𝑢1

2

2
+
𝑝2−𝑝1

𝜌
+ 𝑔(𝑍2−𝑍1) =

𝑃𝑛𝑒𝑡

�̇�
= 𝑤𝑢                                                            (I.15) 

 

I.2.3 L’équation de conservation de l’énergie 

Pour un écoulement stationnaire d'un gaz qui entre dans  un volume de contrôle avec une 

vitesse u1 et une enthalpie h1 et sort avec une vitesse u2  et une enthalpie h2, l’équation de 

conservation de l’énergie annonce comme suit: 
 

 ℎ1 +
𝑢1
2

2
= ℎ2 +

𝑢2
2

2
+ 𝑞 + 𝑤  

 

Où q représente la chaleur massique transmise et w le travail massique échangé. Si on assume 

que le travail est nul, l’écoulement est adiabatique et le gaz est parfait : 

𝐶𝑝𝑇1 +
𝑢1
2

2
= 𝐶𝑝𝑇2 +

𝑢2
2

2
        ⇒      𝐶𝑝𝑇 +

𝑢2

2
= 𝐶𝑜𝑠𝑡 

Sous la forme différentielle : 
 

𝐶𝑝𝑑𝑇 + 𝑢𝑑𝑢 = 0                                                                                                (I.16) 

 

Si l’écoulement n’est pas adiabatique :                       𝐶𝑝𝑑𝑇 + 𝑢𝑑𝑢 = 𝑑𝑞                      (I.17) 

Cette équation montre qu’un apport de chaleur peut induire des changements de vitesse et de 

température.  

 

I.2.4 L’équation d’état 

La majorité des calculs des écoulements compressibles sont effectuées pour un gaz parfait 

(c.-à-d. idéal, chaleurs spécifiques constantes), ayant l’équation d’état : 

𝑝=𝜌𝑟𝑇      avec       𝑟 =
𝑅

𝑀𝑔𝑎𝑧
  

𝜌1 

𝑢1 

𝑍1 

𝜌2 

𝑢2 

𝑍2 

Fig.I.3. Volume de contrôle avec échange de travail. 
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où r : est la constante du gaz, R est la constante universelle des gaz (R = 8.314 J/mol.K) 

Ainsi pour l’air (supposé comme gaz parfait), on a Mair =28.96 donc, r =287 J/kg.K, 

𝐶𝑣 =
𝑟

𝛾−1
= 718   

𝐽
𝑘𝑔 𝐾⁄    ;      𝐶𝑝 =

𝑟 𝛾

𝛾−1
= 1005   

𝐽
𝑘𝑔 𝐾⁄  

 

Lorsqu’on applique l’équation d’état entre deux points, on obtient : 
𝑝1

𝜌1𝑇1
=

𝑝2

𝜌2𝑇2
                                                                                                        (I.18) 

 

Sous forme différentielle : 
𝑑𝑝

𝑝
−
𝑑𝑇

𝑇
−
𝑑𝜌

𝜌
= 0      (I.19) 

Cette équation lie les changements de pression, de température et de densité. 

 

I. 2.5 Considérations de l’entropie 

L’étude d'un écoulement de fluide compressible met en jeu la notion d’entropie. La variation 

d’entropie entre deux points de l’écoulement est donnée par : 

 𝑑𝑆 =
𝛿𝑞

𝑇
= 𝐶𝑝

𝑑𝑇

𝑇
− 𝑟

𝑑𝑝

𝑝
  

Ou : 𝑆2 − 𝑆1 = 𝐶𝑝𝑙𝑛 (
𝑇2

𝑇1
) − 𝑟𝑙𝑛 (

𝑝2

𝑝1
) 

 
𝑆2−𝑆1

𝐶𝑝
= 𝑙𝑛 [(

𝑇2

𝑇1
) (

𝑝2

𝑝1
)
−
𝛾−1

𝛾
]     (I.20) 

S’il n’y a pas de changements d’entropie : 

𝑇2

𝑇1
= (

𝑝2

𝑝1
)

𝛾−1

𝛾
→    

𝑇2

𝑇1
=
𝑝2

𝑝1

𝜌1

𝜌2
       →         

𝑝2

𝑝1
= (

𝜌2

𝜌1
)
𝛾

 

 

Si l’on considère cette variation sous forme différentielle : 

  

𝑑𝑆 = 𝐶𝑝𝑙𝑛 (
𝑑𝑇

𝑇
) − 𝑟𝑙𝑛 (

𝑑𝑝

𝑝
) Ou                    

𝑑𝑆

𝐶𝑝
= 𝑙𝑛 (

𝑑𝑇

𝑇
) −

𝛾−1

𝛾
𝑙𝑛 (

𝑑𝑝

𝑝
)      (I.21) 

Si l’écoulement est isentropique : 

 𝐶𝑝
𝑑𝑇

𝑇
= 𝑟

𝑑𝑝

𝑝
        Ou          𝐶𝑝𝑑𝑇 =

𝑑𝑝

𝜌
 

alors :       𝐶𝑝𝑑𝑇 + 𝑢𝑑𝑢 = 0 →      
𝑑𝑝

𝜌
+ 𝑢𝑑𝑢 = 0      (I.22) 

  

 

I.3. Ecoulement unidimensionnel de fluide compressible  

 

I.3.1. Classification des fluides compressibles 

Les effets de la compressibilité deviennent importants avec l’augmentation de la vitesse de 

l’écoulement. Dans ce qui suit une attention particulière sera donnée au fait que ce n’est pas 

l'augmentation de la vitesse qui induit l’importance des effets de la compressibilité mais 

plutôt le rapport de cette vitesse à celle du son qui en sera déterminant. Ce rapport est connu 

sous le nom de nombre de Mach. 
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Pour étudie n’import qu’il système il faut tout d’abord le définir. Dans le cas des fluides 

gazeux il faut connaitre le type d’écoulement, c'est pour sa il faut déterminer le nombre de 

Mach : 

 𝑀 =
𝑉𝑖𝑡𝑒𝑠𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝑙′é𝑐𝑜𝑢𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡

𝑉𝑖𝑡𝑒𝑠𝑠𝑒 𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙𝑒 𝑑𝑢 𝑠𝑜𝑛
=
𝑢

𝑎
     (I.23) 

 

Telle que u est la vitesse du fluide au point considéré et a la vitesse locale du son. Pour 

classifier les écoulements : 

 Si  𝑢 < 𝑎,  𝑀 < 0.3 l’écoulement est incompressible. 

 Si  𝑢 < 𝑎,  𝑀 < 1, l’écoulement est dit subsonique. 

 Si  𝑢 = 𝑎,  𝑀 = 1, l’écoulement est dit sonique ou critique. 

 Si  𝑢 > 𝑎,  𝑀 > 1, l’écoulement est dit supersonique. 

 Si  𝑢 ≫ 𝑎,  𝑀 ≫ 1, l’écoulement est dit hypersonique. 
 

Comme il sera indiqué ultérieurement, la vitesse du son dans un gaz parfait dépend 

essentiellement de la nature de l’écoulement. Pour un écoulement isentropique, elle est 

donnée par : 
 

𝑎 = √𝛾
𝑝

𝜌
= √𝛾𝑟𝑇                                                                                                               (I.24) 

 

I.3.2 Ecoulement isentropique dans un tube de courant 

La multiplication de l’équation d’Euler par 
𝑢

𝑝
 le facteur donne : 

{𝑢𝑑𝑢 +
𝑑𝑝

𝜌
}
𝑢

𝑝
= 0                                          

𝑢2

𝑝
𝑑𝑢 +

𝑢

𝜌

𝑑𝑝

𝑝
= 0 

𝑑𝑝

𝑝
= −𝜌

𝑢2

𝑝

𝑑𝑢

𝑢
= −𝛾

𝑢2

𝛾
𝑝

𝜌

𝑑𝑢

𝑢
= −𝛾

𝑢2

𝑎2
𝑑𝑢

𝑢
= −𝛾𝑀2

𝑑𝑢

𝑢
 

 
𝑑𝑝

𝑝
= −𝛾𝑀2 𝑑𝑢

𝑢
      (I.25) 

Cette équation montre qu’un changement fractionnel de la pression induit un changement 

fractionnel de la vitesse. 

La multiplication de l’équation de l’énergie par le facteur 
𝑢

𝑇
 donne : 

{𝑢𝑑𝑢 + 𝐶𝑝𝑑𝑇}
𝑢

𝑇
= 0,  qui donne : 

𝑑𝑇

𝑇
= −

1

𝐶𝑝

𝑢2

𝑇

𝑑𝑢

𝑢
= −

𝛾𝑟

𝐶𝑝

𝑢2

𝛾𝑟𝑇

𝑑𝑢

𝑢
= −𝛾

(𝐶𝑝 − 𝐶𝑣)

𝐶𝑝

𝑢2

𝑎2
𝑑𝑢

𝑢
= −(𝛾 − 1)𝑀2

𝑑𝑢

𝑢
 

 
𝑑𝑇

𝑇
= −(𝛾 − 1)𝑀2 𝑑𝑢

𝑢
      (I.26) 

De même, un changement fractionnel de température induit par un changement fractionnel de 

vitesse dépend du carré du nombre de Mach. 

D’après l’équation d’état : 

 

𝑑𝑝

𝑝
=
𝑑𝑇

𝑇
+
𝑑𝜌

𝜌
        

𝑑𝜌

𝜌
= −𝛾𝑀2

𝑑𝑢

𝑢
+ (𝛾 − 1)𝑀2

𝑑𝑢

𝑢
= −𝑀2

𝑑𝑢

𝑢
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𝑑𝜌

𝜌
= −𝑀2 𝑑𝑢

𝑢
      (I.27) 

Un changement fractionnel de densité induit par un changement fractionnel de vitesse est 

proportionnel au carré du nombre de Mach.  

 

I.3.3 Les relations différentielles entre P, u, S, ρ  

D’après l’équation de continuité : 

𝑑𝜌

𝜌
+
𝑑𝑢

𝑢
+
𝑑𝑆

𝑆
= 0        (1 − 𝑀2)

𝑑𝑢

𝑢
= −

𝑑𝑆

𝑆
 

𝑑𝑢

𝑢
= −

1

(1−𝑀2)

𝑑𝑆

𝑆
                                                                                                              (I.27) 

𝑑𝜌

𝜌
=

𝑀2

(1−𝑀2)

𝑑𝑆

𝑆
                                                                                                                   (I.29) 

𝑑𝑝

𝑝
=

𝛾𝑀2

(1−𝑀2)

𝑑𝑆

𝑆
                                                                                                                   (I.30) 

 

I.3.4 Vitesse du son 

 

Le nombre de Mach est important dans la détermination des caractéristiques des écoulements 

à grande vitesse. Pour le calculer, il faut connaitre la vitesse locale du son.  

La vitesse du son est la vitesse de propagation de la perturbation qui se transmet entre les 

particules d'un fluide. cette propagation se développe sous forme d’onde de compression. 

Dans le but d’analyser l’écoulement à travers l’onde et de déterminer la vitesse 𝑎. 

On suppose qui on à une section uniforme et une onde sonore plane se déplace dans un fluide 

avec un écoulement stationnaire. Le 

changement différentiel de pression à 

travers l’onde est 𝑑𝑝 et les changements de 

température et de densité correspondants 

sont respectivement 𝑑𝑇  et 𝑑𝜌 . L’onde de 

pression provoque également un 

changement de vitesse  comme illustré sur 

la figure ci-contre. 

En considérant l’équation de continuité : 
 
  

𝜌𝑎 = (𝜌 + 𝑑𝜌)(𝑎 + 𝑑𝑎)  
 

En négligeant les termes d’ordre supérieur à 1 :      𝑎 = −𝜌
𝑑𝑎

𝑑𝜌
 

L’équation de quantité de mouvement donne : 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑢) =∑𝐹 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑢) = 𝑢

𝑑𝑚

𝑑𝑡
+𝑚

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑚 𝑢̇                 Parce que    

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 0  Ecoulement stationnaire 

Avec ; 𝑚 =̇ 𝜌𝑢𝑠 

(𝜌 + 𝑑𝜌)(𝑎 + 𝑑𝑎)2 − 𝜌𝑎2 = −(𝑝 + 𝑑𝑝) − (−𝑝) 

Fig.I.4. Volume de contrôle élémentaire pour un 

écoulement dans une  conduite de section constante. 
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𝑑𝑎

𝑑𝜌
= −

𝑑𝑝

𝑑𝜌
+𝑎2

2𝜌𝑎
     

D’après ses équations ;   𝑎2 =
𝑑𝑝

𝑑𝜌
                            𝑎 = √

𝑑𝑝

𝑑𝜌
      (I.31) 

Cette relation valable pour tous les fluides (liquide ou gaz) et la même pour les solides. 

 

Démonstration de la vitesse de son : 

Suivant le premier principe de la thermodynamique :  

𝑑𝑞 = 𝑑𝑈 + 𝑝𝑑𝑣  et  𝑑𝑞 = 𝑇𝑑𝑠           𝑇𝑑𝑠 =  𝑑𝑈 + 𝑝𝑑𝑣 

Et après les relations de Maxwell : 𝑑𝑈 = 𝐶𝑣 𝑑𝑇 + [𝑇 (
𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝑣
− 𝑝] 𝑑𝑣 

Donc,  

𝑇𝑑𝑠 = 𝐶𝑣 [

𝑑𝑝 − (
𝜕𝑃

𝜕𝜌
)
𝑇
𝑑𝜌

(
𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝜌

] −
𝑇

𝜌2
 
𝜕𝑃

𝜕𝑇
𝑑𝜌 

Si le est processus est isentropique ds=0 

 

(
𝜕𝑃

𝜕𝜌
)
𝑠

= (
𝜕𝑃

𝜕𝜌
)
𝑇

+
𝑇

𝐶𝑣𝜌2
(
𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝜌

2

 

On a 𝑎 = √
𝑑𝑝

𝑑𝜌
       𝑎 = √(

𝜕𝑃

𝜕𝜌
)
𝑇
+

𝑇

𝐶𝑣𝜌2
(
𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝜌

2

                                                                  (I.32) 

Pour un gaz parfait : 𝑝 = 𝜌𝑟𝑇    (
𝜕𝑃

𝜕𝜌
)
𝑇
= 𝑟𝑇  et  (

𝜕𝑃

𝜕𝑇
)
𝜌
= 𝜌𝑟 

 

On suppose que les changements différentiels de pression, de température et de densité 

résultant de l'onde de pression isentropique. 

 

𝑎 = √𝑟𝑇 +
𝑇

𝐶𝑣𝜌2
(𝜌𝑟)2 = √𝛾𝑟𝑇                                                                                            

La vitesse locale du son dans un gaz dépend donc de la nature de celui-ci et de la température 

locale. 

 

Gaz Masse molaire 
𝜸 =

𝑪𝒑

𝑪𝒑
 

Vitesse du son à 0°C 

Air 28.960 1.404 331 

Argon (Ar) 39.940 1.667 308 

Dioxyde de Carbone 

(CO2) 

44.010 1.300 258 

Fréon 12 (CCl2F2) 120.900 1.139 146 

Hélium (He) 4.003 1.667 970 

Hydrogène (H2) 2.016 1.407 1270 

Xénon (Xe) 131.300 1.667 170 
 

Tableau I.1. Vitesse locale du son à la température 0°C dans quelques gaz 
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Tableau .I.2. Vitesse locale du son à la température 15.5°C et 1atm. 

 

Remarque : Dans le vide la vitesse du son est nulle 𝑎𝑣𝑖𝑑𝑒 = 0 

 

I.3.5 Les ondes de Mach 

La présence d'un corps dans un milieu compressible provoque continuellement une succession 

d'onde sonore dans toutes les directions. Si  le corps se déplace avec une vitesse u inférieur à 

la vitesse de l'onde de son (figure1-a). Quand u est inférieure à a (figure 1-b) ; c.-à-d. M <1, 

les fronts d’onde se propagent donc à la vitesse a-u en amont, mais à a+u en avale de 

l’écoulement. 

Par conséquent, l’intervalle entre les fronts d’ondes est plus dense en amont qu’en aval. 

Quand u = a, c.-à-d. M =1, la vitesse de propagation (u-a) sera nulle, et le son se propage 

seulement en avale de l’écoulement (figure 1-c), en produisant une onde appelée onde de 

Mach normale à la direction de l’écoulement. Si un observateur est situé en amont de 

l’écoulement, il ne peut pas entendre le corps s’approchant. 

Si u > a, c.-à-d. M >1, les fronts d’ondes cessent de se propager en amont (figure 1-d), mais 

elles continuent de se propager en aval. L’enveloppe de ces ondes forme le cône de Mach, et 

le son est confiné dans ce cône. L’observateur ne peut entendre les perturbations 

supersoniques seulement s’il se trouve dans le cône de Mach (zone d’action), et la zone en 

dehors du cône est appelée zone de silence.  

L’angle au sommet du cône de Mach est 2β, calculé comme suit : 

 

𝑠𝑖𝑛(𝛽) =
𝑎

𝑢
=

1

𝑀
                                (I.33) 

 

Cet angle est appelé angle de mach. Plus que le nombre de Mach est élevé, plus le cône est 

pointu, par exemple ; 𝛽  =30° à M =2.0 et 𝛽 =11.5° à M =5.0. Pour le cas limite de 

l’écoulement sonique, M = 1 ; 𝛽 =90°, le cône de mach deviendra un plan déplaçant avec la 

particule ; ce qui est en agrément avec la figure (1-c).  
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Fig. I.5. Nombre de Mach et les propagations des ondes sonores : (a) repos ; 

(b) subsonique (M<1) ; (c) sonique (M=1) ; (d) supersonique (M>1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

u<<a u<a 

u=a u>a 
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SERIE D’EXERCICE N°01 

 

Exemple 1 : 
 

L’air entre dans une enceinte avec une vitesse de 100m/s et la quitte avec une vitesse de 

200m/s. Si l’écoulement est adiabatique, déterminer la différence de températures de l’air de 

l’entrée à la sortie.  

Exemple 2 : 
 

L’air de température 25°C s’écoule a une vitesse de 500m/s. une onde de choc se produit 

réduisant la vitesse de l’écoulement a 300m/s. En assumant que l’écoulement a travers cette 

onde est adiabatique, déterminer la température de l’air en aval de l’onde. 

Exemple 3 : 

 

L’air, s’échappant a travers une valve d’un pneu, est a une température de 15°C. En 

assumant que l’air à l’intérieur du pneu à une température d’ambiance de 30°C, déterminer 

la vitesse de l’air a la sortie de la valve. le processus peut être assume comme adiabatique. 

Exemple 4 : 
 

Un gaz de masse molaire égale a 4Kg/kmol et un rapport de chaleurs massiques ɤ=1.67 

s’écoule dans un conduit a section variable. Dans une section du conduit, la température est 

de 10°C et la vitesse 180m/s. Dans une autre section, la température est de -10°C. Quelle 

serait la vitesse dans cette dernière section, si l’écoulement est adiabatique.  

Exemple 5 : 
 

Dans une section d’un conduit circulaire a travers lequel l’air s’écoule, la pression est de 250 

kPa, la température 35°C, la vitesse 250m/s et le diamètre 0.2 m. Si a partir de cette section, 

le diamètre décroit avec un taux de 0.1 m/m, déterminer dp/dx, du/dx et dρ/dx pour :  

 Un écoulement incompressible. 

 Un écoulement compressible 

 

Exemple 6 : 
 

Quelle est la forme de la relation qui lie la pression à la vitesse entre deux points de 

l’écoulement, si celui-ci est :  

 isotherme 

 isentropique 
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REPONSES SERIE D’EXERCICE N°01 

 

Exemple 1 : 

∆𝑇 = 14.92𝐾 

Exemple 2 : 
 

𝑇2 = 104.6 𝐾 

Exemple 3 : 

𝑢2 = 173.63 𝑚/𝑠 

 

Exemple 4 : 
 

 

𝑢2 = 490 𝑚/𝑠 

 

Exemple 5 : 
 

Pour un fluide incompressible, 
𝑑𝜌

𝑑𝑥
= 0,    

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= −300 

𝑚

𝑠

𝑠
 ,    

𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 60.2 

𝑘𝑃𝑎

𝑚
 

 

Pour un fluide compressible,
𝑑𝜌

𝑑𝑥
≠ 0    

 

 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= −467.3

𝑚
𝑠⁄

𝑚
  ,   

𝑑𝜌

𝑑𝑥
= −0.839

𝑘𝑔
𝑚3⁄

𝑚
   ,    

𝑑𝑝

𝑑𝑥
= −93.7

𝑘𝑃𝑎

𝑚
 

 

 

Exemple 6 : 

 

 Pour un écoulement isotherme :    
𝑢2
2−𝑢1

2

2
= 𝑟𝑇𝑙𝑛 (

𝑝1

𝑝2
) 

 Pour un écoulement est isentropique :    
𝑢2
2−𝑢1

2

2
=

𝛾

𝛾−1
(𝑝2

𝛾−1

𝛾 − 𝑝1

𝛾−1

𝛾 ) 
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SERIE D’EXERCICE N°02 

 

Exemple 1 : 

Calculer la vitesse du son à la température 288 K dans l'hydrogène et l'hélium. Sous quelle 

condition, la vitesse du son dans l'hydrogène égale-t-elle celle dans l'hélium. Trouver la 

vitesse du son dans l'hélium à 20 °C et 600 °C.  

Exemple 2 : 

Une onde faible de pression (une onde de son) à travers laquelle l'augmentation de pression 

est 30 Pa se propage dans l'air à une température 30 °C et sous une pression 101 kPa. Trouver 

la variation de densité, de température et de vitesse à travers l'onde.  

Exemple 3 : 

 Un avion vole à 2000 km/h à une altitude où règne la température -50 °C. A quel 

Mach l'avion vole-t-il? 

 Un avion peut voler à une vitesse de 800 km/h au niveau de la mer où la température 

est 15 °C. Si cet avion vole à ce même nombre de Mach à une altitude où la 

température est -44°C. Trouver la vitesse à laquelle l'avion vole dans ce cas.  
 

Exemple 4 : 

La section d'un tunnel supersonique est de forme d'un carré de cote 1.22 m. Le nombre de 

Mach dans une section de test est de 3.5, la température est de -100 °C et la pression 20 kPa. 

Calculer le débit masse.  
 

Exemple 5 : 

Les vitesses de croisière et les altitudes de vol typiques pour trois avions commerciaux sont : 

TYPE Vitesse [km/h] Altitude [m] 

Dash 8 500 4750 

Boeing 747 978 9150 

Concorde 2340 16600 

Trouver les nombres de Mach de ces trois avions en assumant ces conditions de croisière. 

Utiliser les conditions d’atmosphère standard. 

 

Exemple 6 : 
 

Un gaz de masse molaire 44
𝑘𝑔

𝑘𝑚𝑜𝑙
 et un rapport de chaleurs spécifiques 1.67 s'écoule à travers 

un tunnel supersonique. La température du gaz dans le tunnel est 10 °C. Une photographie de 

l'écoulement montre des ondes faibles émanant des aspérités de la paroi et traversent 

l'écoulement à un angle de 45° par rapport à la direction de l'écoulement. Déterminer le 

nombre de Mach et la vitesse de l'écoulement.  

Exemple 7 : 

Un observateur terrestre se rend compte qu’un avion volant horizontalement à une altitude de 

5000 𝑚 traverse une distance de 12 𝑘𝑚 de la verticale des lieux lorsqu’il entend pour la 

première fois le son de l’engin. Déterminer la vitesse de l’avion. 
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REPONSES SERIE D’EXERCICE N°02 

 

Exemple 1 : 

 

𝑎𝐻2 = 1294.33𝑚/𝑠  ,   𝑎𝐻𝑒 = 998.69𝑚/𝑠    , 
𝑇𝐻𝑒

𝑇𝐻2
= 1.67   

à  20 °C  𝑎𝐻𝑒 = 1007.33𝑚/𝑠 

à  600 °C  𝑎𝐻𝑒 = 1305.51𝑚/𝑠 

 

Exemple 2 : 

 

𝑑𝜌 = 0.264 
𝑘𝑔

𝑚3⁄    ,    𝑑𝑇 = 25.71𝐾   ,   𝑑𝑢 = 74.03𝑚/𝑠    

 

Exemple 3 : 

 

1-  𝑀 = 1.856       2-   𝑀 = 06535       , 𝑢 = 713.62𝑘𝑚/ℎ        

 

Exemple 4 : 

 

𝑢 = 922.77𝑘𝑚/ℎ       , 𝜌 = 0.403𝑘𝑔/𝑚3       ,   �̇� = 553.5𝑘𝑔/𝑠        

 

Exemple 5 : 

 

Dash 8 : 𝑀 = 0.431 

Boeing 747: 𝑀 = 0.879 

Concorde: 𝑀 = 2.204 

 

Exemple 6 : 

 

𝑀 = 1.414       , 𝑢 = 211.34 𝑚/𝑠        

 

Exemple 7 : 

 

𝑇 = 271.9 𝐾   , 𝑢 = 859.6 𝑚/𝑠 
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Chapitre II 

 

  

Ecoulement Isentropique 1D en Conduit à 

Section Variable 
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II.1. Equations gouvernantes de l’écoulement isentropique unidimensionnel avec 

changement de section 

 

II.1.1. Ecoulement isentropique dans une section variable 

Plusieurs écoulements d’intérêt pratique peuvent être décrits en les assumant comme 

stationnaires, unidimensionnels et isentropiques. Toutefois, un écoulement réel n’est jamais 

totalement isentropique. Par exemple, dans un écoulement interne les zones où les effets de 

viscosité et de transfert de chaleur sont prédominants, sont restreintes au niveau des parois, 

comme illustré sur la figure (fig II.1). Les zones où l’écoulement externe peut être considéré 

comme isentropique. 

 
Fig.II.1. Volume de contrôle élémentaire pour un écoulement dans une 

 conduite de section variable. 

 

Lorsque les effets non isentropiques deviennent importants, il est souvent possible de calculer 

l’écoulement en l’assumant comme isentropique et appliquer une correction à l’aide de 

facteurs empiriques pour tenir compte de ces effets. Cette approche a été utilisée dans le passé 

dans la conception des tuyères. 

Pour un écoulement isentropique, il a été démontré que : 

  
𝑝

𝜌𝛾
= 𝐶  

 
Suivant l’équation de l’énergie entre deux points : 

𝐶𝑝𝑇1 +
𝑢1
2

2
= 𝐶𝑝𝑇2 +

𝑢2
2

2
 

𝛾𝑟

𝛾 − 1
𝑇1 +

𝑢1
2

2
=

𝛾𝑟

𝛾 − 1
𝑇2 +

𝑢2
2

2
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𝛾

𝛾−1

𝑝1

𝜌1
+
𝑢1
2

2
=

𝛾

𝛾−1

𝑝2

𝜌2
+
𝑢2
2

2
                      Avec 𝑇 =

𝑝

𝑟𝜌
 

 

𝑢1
2−𝑢2

2

2
=

𝛾
𝛾−1

[
𝑝2
𝜌2
−
𝑝1
𝜌1
]   pour un écoulement isentropique 

𝑝2

𝑝1
= (

𝜌2

𝜌1
)
𝛾

       
𝑝2

𝜌2
=
𝑝1

𝜌1
(
𝜌2

𝜌1
)
𝛾−1

 

 

𝑢1
2 − 𝑢2

2

2
=

𝛾
𝛾− 1

𝑝1
𝜌1
[(
𝜌2
𝜌1
)

𝛾−1

−1] 

On a;   (
𝜌2

𝜌1
)
𝛾−1

= (
𝑝2

𝑝1
)

𝛾−1

𝛾
          

𝑢1
2−𝑢2

2

2
=

𝛾

𝛾−1

𝑝1

𝜌1
[(
𝑝2

𝑝1
)

𝛾−1

𝛾
− 1]                        (II.1) 

 

Cette équation permet de calculer la vitesse dans une section quelconque du canal en 

connaissant les pressions. 

 

Equation de Barré de Saint Venant : c’est un cas particulier de l’équation (II.1). 

Cette équation  donne la vitesse du gaz dans une section variable à condition de connaitre les 

conditions initiales (pression, masse volumique et température). 

 

     
𝑢1
2−𝑢2

2

2
=

𝛾

𝛾−1

𝑝1

𝜌1
[(
𝑝2

𝑝1
)

𝛾−1

𝛾
− 1] 

 

 

𝑢1 = 𝑢0 = 0 

𝑝1 = 𝑝0              −
𝑢2

2
=

𝛾

𝛾−1

𝑝0

𝜌0
[(

𝑝

𝑝0
)

𝛾−1

𝛾
− 1] 

𝑢2 = 𝑢 

𝑝2 = 𝑝 

 

𝑢 = √
2𝛾

𝛾−1

𝑝0

𝜌0
[1− (

𝑝

𝑝0
)

𝛾−1

𝛾
] = √

2𝛾

𝛾−1
𝑟𝑇0 [1−(

𝑝

𝑝0
)

𝛾−1

𝛾
]                                                          (II.2) 

 

Si la pression interne régnant dans un réservoir est beaucoup plus grande que la pression 

externe p0 >>>p 

  

𝑝

𝑝0
→ 0               donc ;              𝑢𝑚𝑎𝑥 = √

2𝛾

𝛾−1
𝑟𝑇0 = 𝑎0√

2

𝛾−1
= 2.22 𝑎0                     (II.3) 

Pour un gaz donné la vitesse maximale dépend uniquement de la température interne 

(condition d’arrêt).  
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Les caractéristiques de l’écoulement isentropique : 

𝐶𝑝𝑇1 +
𝑢1
2

2
= 𝐶𝑝𝑇2 +

𝑢2
2

2
 

Donc ;  
𝑇2

𝑇1
=
1+

𝑢1
2

2𝐶𝑝𝑇1

1+
𝑢2
2

2𝐶𝑝𝑇2

=

1+
𝑢1
2

2
𝛾𝑟
𝛾−1

𝑇1

1+
𝑢2
2

2
𝛾𝑟
𝛾−1

𝑇2

=

1+
𝑢1
2

2
𝑎1
2

𝛾−1

1+
𝑢2
2

2
𝑎2
2

𝛾−1

=
1+

𝛾−1

2
𝑀1
2

1+
𝛾−1

2
𝑀2
2
 

 

 
𝑇2

𝑇1
=
1+

𝛾−1

2
𝑀1
2

1+
𝛾−1

2
𝑀2
2
      (II.4) 

En utilisant les relations de l’isentrope : 

 
𝑝2

𝑝1
= (

1+
𝛾−1

2
𝑀1
2

1+
𝛾−1

2
𝑀2
2
)

𝛾

𝛾−1

     (II.5) 

 
𝜌2

𝜌1
= (

1+
𝛾−1

2
𝑀1
2

1+
𝛾−1

2
𝑀2
2
)

1

𝛾−1

      (II.6) 

 

Ces équations sont suffisantes pour déterminer les caractéristiques de l’écoulement 

isentropique.  

 

II.1.2. Conditions d’arrêt  

Dans un écoulement isentropique, les conditions sont 

associées au point où la vitesse de l’écoulement est 

nulle. Par exemple dans un réservoir de grandes 

dimensions où la vitesse est pratiquement nulle, et à 

partir duquel, un canal à section variable est alimenté. 

On appelé que les conditions qui y règnent, sont des 

conditions d’arrêt ou de stagnation ou génératrices. 

dans le reste de ce document, ces conditions seront 

appelés conditions d'arrêt et seront représentés par 

l'indice 0.  

Les conditions d’arrêt existent aussi en chaque point 

de l’écoulement où la vitesse s’annule. Elles existent 

effectivement au bord d’attaque d’un corps submergé 

par un écoulement de gaz. 

Si on applique l'équation d'énergie pour un 

écoulement unidimensionnel isentropique, on peut 

écrire : 

𝐶𝑝𝑇0 = 𝐶𝑝𝑇 +
𝑢2

2
     

𝑟𝛾

𝛾−1

𝑝0
𝑟𝜌0
=

𝑟𝛾

𝛾−1

𝑝

𝑟𝜌
+
𝑢2

2
    

𝑎0
2

𝛾−1
=

𝑎2

𝛾−1
+
𝑢2

2
 

 

Avec : a0 : la vitesse du son aux conditions d’arrêt (au réservoir). 
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           a : la vitesse du son dans un endroit bien déterminé du canal. 

On a ; 𝑀 =
𝑢

𝑎
 

 

Donc,   
 

𝑇0

𝑇
= 1 +

𝛾−1

2
𝑀2                                              (II.7) 

𝑝0

𝑝
= (1 +

𝛾−1

2
𝑀2)

𝛾

𝛾−1
                                        (II.8) 

𝜌0

𝜌
= (1 +

𝛾−1

2
𝑀2)

1

𝛾−1
                                        (II.9) 

 

Ces formules sont applicables dans les écoulements compressibles entre le point d'arrêt et un 

point quelconque de fluide au sein de canal.  

 

Effet de compressibilité : Comparaison entre fluide compressible/incompressible : 

Pour un fluide incompressible, suivant le théorème de Bernoulli et avec ∆𝑍 = 0, on a :  

𝑝0 +
1

2
𝜌𝑢0

2 = 𝑝 +
1

2
𝜌𝑢2      𝑝0 − 𝑝 =

1

2
𝜌𝑢2      

𝑝0−𝑝

𝜌𝑢2

2

= 1                               (II.10) 

 

Pour un fluide compressible et un écoulement isentropique : 

𝑝0

𝑝
= (1 +

𝛾−1

2
𝑀2)

𝛾

𝛾−1
                                                                                          (II.11)        

en effectuant un développement de Taylor, on a: 

(1 + 𝑥)𝑛 = 1 + 𝑛𝑥 +
𝑛(𝑛 − 1)

2!
𝑥2 +

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

3!
𝑥3 

Si ;  𝑛 =
𝛾

𝛾−1
     et      𝑛 =

𝛾−1

2
 𝑀2 

 
𝑝0

𝑝
= 1 +

𝛾

2
𝑀2 +

𝛾

8
𝑀4 +

𝛾(2−𝛾)

48
𝑀6       𝑝0 − 𝑝 = 𝑝

𝛾

2
𝑀2 [1 +

𝑀2

4
+
(2−𝛾)

24
𝑀4] 

 On a : 𝑝
𝛾

2
𝑀2 = 𝑝

𝛾

2
 
𝑢2

𝛾𝑟𝑇
=

𝜌𝑢2

2
  

𝑝0 − 𝑝 =
𝜌𝑢2

2
[1 +

𝑀2

4
+
(2−𝛾)

24
𝑀4]       

𝑝0−𝑝

𝜌𝑢2

2

= 1 +
𝑀2

4
+
(2−𝛾)

24
𝑀4 

Pour l’air on a 𝛾 = 1.4   donc,   
𝑝0−𝑝

𝜌𝑢2

2

= 1 +
𝑀2

4
+
𝑀4

40
                                           (II.12) 

M 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 

𝒑𝟎 − 𝒑
𝝆𝒖𝟐

𝟐

 
1.003 1.010 1.023 1.041 1.064 1.093 1.129 1.170 

 

On constate donc que la pression d’arrêt p0 augmente par l'effet de compressibilité, c-à-d  M↑   

p0↑ 

Nous remarquons bien effet de compressibilité après M=0.3  
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II.1.3. Conditions critiques 

Si l’écoulement se décélère ou s’accélère isentropiquement jusqu’à atteindre un état critique 

caractérisé par un nombre de Mach unité (M=1), les conditions qui règnent dans ce dernier cas 

sont dites conditions critiques.  

  

 
𝑇0

𝑇∗
= 1 +

𝛾−1

2
𝑀2   (II.13) 

 
𝑝0

𝑝∗
= (1 +

𝛾−1

2
𝑀2)

𝛾

𝛾−1
   (II.14) 

 
𝜌0

𝜌∗
= (1 +

𝛾−1

2
𝑀2)

1

𝛾−1   (II.15) 

 

Les relations qui existent entre les conditions d’arrêt et les conditions critiques peuvent être 

générées en affectant à 𝑀 = 1 et 𝛾 = 1.4 dans ces dernières équations une valeur nulle, ainsi : 

   

 
𝑇∗

𝑇0
=

2

𝛾+1
= 0.8333    (II.16) 

 

 
𝑝∗

𝑝0
= (

2

𝛾+1
)

𝛾

𝛾−1
= 0.5283    (II.17) 

 

 
𝜌∗

𝜌0
= (

2

𝛾+1
)

1

𝛾−1
= 0.6339    (II.18) 

 

 
𝑎∗

𝑎0
= √

2

𝛾+1
= 0.9129    (II.19) 

 

 

II.1.4. Tables et Graphes de l’écoulement isentropique 

Les équations de l’écoulement isentropique unidimensionnel sont facilement à résoudre à 

l’aide d’un calculateur. Ainsi, il existe des tables et graphes dans la littérature représentant en 

fonction du nombre de Mach les rapports  
𝑝0

𝑝
, 
𝑇0

𝑇
, 
𝜌0

𝜌
 et ce pour un rapport de chaleurs 

massiques 𝛾. 

La forme typique d’une table comporte les colonnes suivantes : 

 

 
 

𝑴 𝒑𝟎
𝒑

 
𝑻𝟎
𝑻

 
𝝆𝟎
𝝆

 
𝒂𝟎
𝒂

 
𝑺

𝑺∗
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II.2. Théorème de Rankine-Hugoniot 

 

II.2.1. Relations section et nombre de Mach  

Si on applique l’équation de continuité entre ces deux sections on obtient : 

𝜌1𝑆1𝑢1 = 𝜌2𝑆2𝑢2      
𝑆1

𝑆2
=
𝜌2

𝜌1

𝑢2

𝑢1
                                                   (II.20) 

Pour un écoulement isentropique : 
𝜌2

𝜌1
= (

𝑇2

𝑇1
)

1

𝛾−1
 

𝑢2
𝑢1
=
𝑀2 𝑎2
𝑀1 𝑎1

=
𝑀2 

𝑀1 
√
𝑇2
𝑇1

 

    
𝑆1

𝑆2
=
𝑀2

𝑀1
(
𝑇2

𝑇1
)

1

𝛾−1
 (
𝑇2

𝑇1
)

1

2
=
𝑀2

𝑀1
(
𝑇2

𝑇1
)

𝛾+1

2(𝛾−1)
 

On a ; 
𝑇2

𝑇1
=
1+

𝛾−1

2
𝑀1
2

1+
𝛾−1

2
𝑀2
2
         

𝑆1

𝑆2
=
𝑀2

𝑀1
(
1+

𝛾−1
2
𝑀1
2

1+
𝛾−1
2
𝑀2
2)

𝛾+1

2(𝛾−1)

 

Si M2=1   
𝑆

𝑆∗
=

1

𝑀
(
1+

𝛾−1
2
𝑀2

1+
𝛾−1
2

)

𝛾+1

2(𝛾−1)

             (II.21) 

Le graphe ci-contre de l'expression précédente 

montre l’évolution de  
𝑆

𝑆∗
 pour un écoulement d’air 

(γ = 1.4) monodimensionnel et isentropique dans un 

canal à section variable, convergente divergente est 

la section la plus petit est appelée col et dans lequel 

l'écoulement est sonique. 
 

𝑆

𝑆∗
=

1

𝑀
(
2+0.4𝑀2

2.4
)
3

                                  (II.22) 

 

II.2.2. Relations différentielles entre p, u et S 

 Écoulement incompressible : 

Suivant l’équation de continuité : 𝑢1𝑆1 = 𝑢2𝑆2       𝑢2 = 𝑢1
𝑆1

𝑆2
                                     (II.23) 

Suivant Bernoulli : 
1

2
𝜌𝑢1

2 + 𝑝1 =
1

2
𝜌𝑢2

2 + 𝑝2                  ∆𝑝 = −
1

2
𝜌∆𝑢2                      (II.24) 

Dans un écoulement incompressible, la vitesse et la section varient en sens inverse ainsi que 

la vitesse et la pression. 

 

 Écoulement compressible : 

𝑑𝜌

𝜌
+
𝑑𝑢

𝑢
+
𝑑𝑆

𝑆
= 0 

𝑑𝑝

𝜌
+ 𝑢𝑑𝑢 = 0 

Col 

Divergente Convergente 



ENP MA d’Oran                                   Cours Gazodynamique                        Mr BOUSBAA Hamza 29 

 

𝑎2 =
𝑑𝑝

𝑑𝜌
            𝑑𝑝 = 𝑎2𝑑𝜌 

𝑢𝑑𝑢 = −𝑎2
𝑑𝜌

𝜌
  

𝑑𝜌

𝜌
= −

𝑢

𝑎2
𝑑𝑉 = −

𝑉2

𝑎2
𝑑𝑢

𝑢
= −𝑀2 𝑑𝑢

𝑢
    

𝑑𝜌

𝜌
= −𝑀2 𝑑𝑢

𝑢
                       (II.24) 

𝑑𝜌

𝜌
+
𝑑𝑢

𝑢
+
𝑑𝑆

𝑆
= 0 

𝑑𝑆

𝑆
= 𝑀2 𝑑𝑢

𝑢
−
𝑑𝑢

𝑢
= (𝑀2 − 1)

𝑑𝑢

𝑢
 

𝑑𝑆

𝑆
= (𝑀2 − 1)

𝑑𝑢

𝑢
                    (II.24) 

𝑑𝑝

𝜌
+ 𝑢𝑑𝑢 = 0  

 𝑑𝑢

𝑢
= −

1

𝑢2
𝑑𝑝

𝜌
= −

1

𝑎2𝑀2
𝑑𝑝

𝜌
= −

1

𝛾𝑀2
𝑑𝑝

𝑝
 

𝑑𝑢

𝑢
= −

1

𝛾𝑀2
𝑑𝑝

𝑝
                      (II.24) 

 

 Ecoulement 

Propriétés Subsonique  M<1 Supersonique  M>1 

Section dS<0 dS>0 dS<0 dS>0 

Vitesse du>0 du<0 du<0 du>0 

densité dρ<0 dρ>0 dρ>0 dρ<0 

Pression dp<0 dp>0 dp>0 dp<0 

Température dT<0 dT>0 dT>0 dT<0 
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SERIE D’EXERCICE N°03 
 

Exemple 1 : 

Les gaz d'échappement d'une fusée peuvent être assumés comme un gaz parfait ayant un 

rapport de chaleurs spécifiques =1,3 et une masse molaire de 32 g/ mol. Ces gaz sont éjectés 

à travers un canal à une section variable. Dans un point du canal où la section est de 0.2 m2, la 

pression, la température et le nombre de mach sont respectivement 1500 kPa, 800 °C et 0.2. 

En un autre point, la pression est 80 kPa, déterminer le nombre de Mach, la température et la 

section du canal. Assumer un écoulement isentropique unidimensionnel.  
 

Exemple 2 : 

Un gaz est contenu dans un grand réservoir où règnent une pression 300 kPa et une 

température 50 °C. Le gaz se détend à partir de ces conditions dans un canal à une section 

variable jusqu’à ce qu’il atteint un nombre de Mach égal à 1. Quelle serait la vitesse limite 

pouvant être générée en détendant le gaz dans une tuyère. 

 L’air 

 L’hélium. 
 

Exemple 3 : 

Un gaz de masse molaire 39.9 
𝑘𝑔

𝑘𝑚𝑜𝑙
 et un rapport de chaleurs 

spécifiques 𝛾 = 1.67 se transvase dans une tuyère à partir d’une 

large chambre où la pression est de 500 𝑘𝑃𝑎, la température de 

30 °𝐶  et la vitesse pratiquement nulle. En assumant un 

écoulement isentropique unidimensionnel : 

a) Si la pression dans une section donnée est de 80 𝑘𝑃𝑎 , déterminer le nombre de 

Mach, la température et la vitesse. 

b) Si la tuyère est de section circulaire de diamètre 12 𝑚𝑚 à la section précédente, 

déterminer le débit masse. 

Exemple 4 : 

L’air s’écoule à travers un corps. L’air en amont du corps 

s’écoule à 𝑀 = 0.85 et une pression statique de 80 𝑘𝑃𝑎. Trouver 

la pression maximale agissant sur la surface du corps.  
 

Exemple 5 : 

Un tube de Pitot double est placé dans un écoulement subsonique 

d’air. La pression statique et la température d’air sont 

respectivement80 𝑘𝑃𝑎 𝑒𝑡 12 °𝐶. La dénivellation indiquée est de 

200 mm de mercure. Déterminer la vitesse de l’écoulement et le 

nombre de Mach. 
 

Exemple 6 : 

Un gaz est contenu dans un grand réservoir où règnent une pression 300 kPa et une 

température 50 °C. Le gaz se détend à partir de ces conditions dans un canal à une section 

variable jusqu’à ce qu’il atteint un nombre de Mach égal à 1. Déterminer la pression, la 

température et la vitesse en ce point s’il s’agit de : 

 L’air 

 L’hélium. 
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Exemple 7 : 

L’air s’écoule dans un canal à une section variable à partir d’un grand réservoir où règne une 

pression d'arrêt de 300 kPa et une température de  40 °C. Si la pression en une section, section 

2 est de 200 kPa, trouver avec les tables la température et la vitesse. Si le nombre de Mach en 

une autre section est de 1.5, trouver la pression, la température et la vitesse. Assumer 

l’écoulement isentropique unidimensionnel.    

 

 

REPONSES SERIE D’EXERCICE N°03 

 

Exemple 1 : 

 

𝑀2 = 2.55  ,  𝑇2 = 546.33𝐾  ,  𝑆2 = 0.208   

 

Exemple 2 : 

Pour l’air :  𝑢𝑙 = 804 𝑚/𝑠 

Pour l’hélium :   𝑢𝑙 = 2348 𝑚/𝑠 

 

Exemple 3 : 

𝑀1 = 1.8 

𝑇1 = 145.26 𝐾 

𝑢1 = 404.55 𝑚/𝑠 

�̇� = 0.121 
𝑘𝑔

𝑠
 

Exemple 4 : 

 

𝑝0 = 128.3 𝑘𝑃𝑎 

 

Exemple 5 : 

𝑢 = 222.71 𝑚/𝑠    ,    𝑀 = 0.658 

 

Exemple 6 : 

 

Pour l’air :  𝑇∗ = 269.16 𝐾  ,  𝑝∗ = 158.48 𝑘𝑃𝑎   , 𝑢 = 328 𝑚/𝑠 

Pour l’hélium :  𝑇∗ = 242.21 𝐾  , 𝑝∗ = 146.12 𝑘𝑃𝑎  , 𝑢 = 915.9 𝑚/𝑠 

 

Exemple 7 : 

 

𝑀 = 0.78  , 𝑇 = 279 𝐾  , 𝑢 = 336.9 
𝑚

𝑠
 

𝑀 = 1.5   , 𝑝 = 81.7 𝑘𝑃𝑎  , 𝑇 = 216 𝐾 
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Chapitre III 

 

  

Etude des tuyères  en écoulement 

isentropique 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ENP MA d’Oran                                   Cours Gazodynamique                        Mr BOUSBAA Hamza 33 

 

III.1. introduction 

 

Une tuyère est une conduite qui permet l’accélération d’un écoulement afin de générer une 

force de poussée. Pour ce faire, le dispositif relie un réservoir (où la vitesse est nulle) à 

pression p0, à un environnement à pression ambiante pb. L’écoulement a lieu dès que la 

pression pb est inférieure à la pression p0 dans le réservoir. 

Le taux de détente, NPR = p0/ pb caractérise le phénomène. En fait, il faut que NPR >1 pour 

garantir un écoulement. 

 

NPR: Nozzle Pressure Ratio 

 

III.2. Tuyère convergente 

 

Soit une tuyère convergente alimentée par un grand réservoir, dans 

lequel on assume des conditions d'arrêts, débouchant dans un milieu 

où la pression est p. La vitesse u est donnée par : 

 

Pour un écoulement incompressible : 

En comparaison avec un écoulement de fluide incompressible : 

𝑢2

2
+
𝑝

𝜌0
=
𝑝0
𝜌0

 

𝑢 = √2
𝑝0−𝑝

𝜌0
 

�̇� = 𝜌0𝑆𝑢 = 𝜌0𝑆√2
𝑝0 − 𝑝

𝜌0
= 𝑆√2𝜌02

𝑝0
𝜌0
(1 −

𝑝

𝑝0
)

= 𝑆√2𝜌0𝑝0 (1 −
𝑝

𝑝0
) 

�̇� = 𝑆√2𝜌0𝑝0 (1 −
𝑝

𝑝0
)   

  

    
�̇�

𝑆
= √2𝜌0𝑝0 (1 −

𝑝

𝑝0
)                         (III.1) 

 

�̇�   maximal   
𝑝

𝑝0
→ 0   (𝑝0 ≫ 𝑝) 

�̇� = 0      
𝑝

𝑝0
= 1     𝑝0 = 𝑝 

 

Pour un écoulement compressible : 

 𝑢 = √
2𝛾

𝛾−1

𝑝0

𝜌0
[1 − (

𝑝

𝑝0
)

𝛾−1

𝛾
] 

  

Fig.III.1. Variation du débit pour un  

fluide incompressible 
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�̇� = 𝜌𝑆𝑢 = 𝜌𝑆√
2𝛾

𝛾 − 1

𝑝0
𝜌0
[1 − (

𝑝

𝑝0
)

𝛾−1

𝛾
] = 𝜌0 (

𝑝

𝑝0
)

1

𝛾
𝑆√

2𝛾

𝛾 − 1

𝑝0
𝜌0
[1 − (

𝑝

𝑝0
)

𝛾−1

𝛾
] 

�̇� = 𝜌0√
2𝛾

𝛾 − 1

𝑝0
𝜌0
𝑆√(

𝑝

𝑝0
)

2

𝛾
[1 − (

𝑝

𝑝0
)

𝛾−1

𝛾
] =

𝑝0
𝑟𝑇0

√
2𝛾

𝛾 − 1
𝑟𝑇0𝑆√(

𝑝

𝑝0
)

2

𝛾
[1 − (

𝑝

𝑝0
)

𝛾−1

𝛾
] 

 

�̇� =
𝑝0
𝑇0
√𝑇0√

2𝛾

𝑟2(𝛾 − 1)
𝑟𝑆√(

𝑝

𝑝0
)

2

𝛾
[1 − (

𝑝

𝑝0
)

𝛾−1

𝛾
] =

𝑝0

√𝑇0
√

2𝛾

𝑟(𝛾 − 1)
𝑆

⏟          
𝐴

√(
𝑝

𝑝0
)

2

𝛾
[1 − (

𝑝

𝑝0
)

𝛾−1

𝛾
]

⏟              

√𝑋

 

 

 �̇� =
𝑝0

√𝑇0
√

2𝛾

𝑟(𝛾−1)
𝑆

⏟        
𝐴

√(
𝑝

𝑝0
)

2

𝛾
[1 − (

𝑝

𝑝0
)

𝛾−1

𝛾
]

⏟            

√𝑋

  

 

�̇�

𝑆
=

𝑝0

√𝑇0
√

2𝛾

𝑟(𝛾−1)⏟      
𝐴

√(
𝑝

𝑝0
)

2

𝛾
[1 − (

𝑝

𝑝0
)

𝛾−1

𝛾
]

⏟            
√𝑋

                                                                   (IIII.2) 

 

Le débit est maximal si X est maximal. En faisant
𝑑𝑋

𝑑𝑝
= 0, on trouve que le débit est maximal 

quand :  𝑝 = 𝑝0 (
2

𝛾+1
)

𝛾

𝛾−1
qui est la pression sonique. Le débit maximal est atteint lorsque les 

conditions en aval de la tuyère sont des conditions critiques. 

 

 Si 
𝑝

𝑝0
≥

𝑝∗

𝑝0
, le débit est compris entre 0 

et la valeur du débit maximal. 

 Si 
𝑝

𝑝0
<

𝑝∗

𝑝0
, on constate 

expérimentalement qu’il reste 

constant et égal à la valeur du débit 

maximal. 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.III.2. Variation du débit pour un fluide compressible  

et un fluide incompressible 
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Le graphique (c) illustre le débit 

adimensionnel 𝑚 /𝑚𝑚𝑎𝑥 en fonction de la 

pression dimensionnelle 𝑝𝑏/𝑝0. Évidemment, 

si la pression est la même partout, il n’y a pas 

d’écoulement. Si l’on diminue 𝑝𝑏, un débit 

croissante a lieu et, lorsque 𝑝𝑏=𝑝𝑐=𝑝*, on 

atteint le débit maximal. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.III.3. Tuyère convergente : (a) Géométrie et pressions caractéristiques de la tuyère ;  

(b) distribution des pressions causée par divers pressions aval pb ; (c) débit massique. 

 

 

 Si on considère des valeurs de pb comme dans le cas a et b (figure 3b), la pression au 

col est supérieure à la pression critique p*. L’écoulement au sein de la tuyère 

convergente est subsonique et un jet sort à la pression  pe=pb. Le débit massique de 

l’écoulement isentropique subsonique est inférieur à la valeur du débit maximal �̇�𝑚𝑎𝑥  

(figure 3c). 

 Si la pression pb est égale à p* (le cas c) au col. L’écoulement au col sera sonique, et le 

jet aussi (pe=pb), et le débit massique de l’écoulement sera maximal. L’écoulement en 

amont du col est subsonique. 

 Finalement, si la pression en arrière continue à diminuer, soit pb < p*, (ou bien si la 

pression 𝑝0 augmente), comme les cas d et e, l’écoulement demeure bloqué et le 

nombre de Mach M ne peut pas excéder 1. Par contre, la pression 𝑝𝑐 devient 

supérieure à 𝑝𝑏. Ce phénomène donne lieu à un jet sous-détendu. Dans ce cas, la 

pression de sortie pc s’ajuste jusqu’à la pression ambiante pb au moyen d’ondes de 

détente (interprétés comme un éventail) qui sont accrochées à la lèvre de la tuyère. 

L’expansion jusqu’à la pression ambiante se poursuit ensuite en aval de la section de 

sortie de la tuyère. Jet sous-détendu, pc > pb. Mathématiquement parlant, le débit 
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massique donné précédemment voit sa valeur se réduit dans les cas d et e 

(théoriquement), l’écoulement sera non-isentropique à cause des ondes de choc qui 

apparaissent en rendant le phénomène irréversible. 
 

Calcul de débit maximal en fonction des paramètres critiques : 
 

�̇� = 𝜌∗𝑆∗𝑢∗ 

𝜌∗ = 𝜌0 (
2

𝛾 + 1
)

1

𝛾−1

=
𝑝0
𝑟𝑇0

(
2

𝛾 + 1
)

1

𝛾−1

 

𝑉∗ = 𝑎∗ = √𝛾𝑟𝑇∗ = √
2𝛾

𝛾 + 1
𝑟𝑇0 

�̇� = 𝑆∗
𝑝0
𝑟𝑇0

(
2

𝛾 + 1
)

1

𝛾−1

√
2𝛾

𝛾 + 1
𝑟𝑇0 = 𝑆∗

𝑝0
𝑟𝑇0

√(
2

𝛾 + 1
)

2

𝛾−1 2

𝛾 + 1
𝛾𝑟𝑇0

= 𝑆∗
𝑝0

√𝑇0

√𝛾

𝑟
(
2

𝛾 + 1
)

𝛾+1

𝛾−1

⏟        
𝐾

 

 �̇� = 𝑆∗
𝑝0

√𝑇0

√𝛾
𝑟
(
2

𝛾+1
)

𝛾+1

𝛾−1

⏟      
𝐾=𝐶𝑡𝑒

                                                      (IIII.3) 

  

Si la vitesse du son est atteinte au col, le débit massique est proportionnel à la pression d'arrêt 

inversement proportionnel à la racine carrée de la température d'arrêt. 

 

 

III.3. Tuyère convergente-divergente 

 

Une tuyère convergente-divergente (aussi appelée tuyère de Laval, voir la fig.III.2) formée 

par un convergent suivi d’un divergent, bien que de ondes de choc oblique peuvent y 

apparaitre, on ne regardera que les chocs droits. 

Le principe de fonctionnement d'une tuyère de Laval repose sur les propriétés des gaz 

lorsqu'ils circulent avec des vitesses subsonique et supersonique. Lorsqu'un gaz circule à une 

vitesse subsonique dans un tuyau dont le diamètre se rétrécit, sa vitesse augmente. La vitesse 

du gaz ne peut toutefois pas dépasser celle du son (Mach 1). En effet en régime d'écoulement 

supersonique (vitesse supérieure à la vitesse du son) le comportement du gaz s'inverse : pour 

que sa vitesse augmente, il faut que le diamètre du tuyau augmente. Pour accélérer un gaz à 

des vitesses supersoniques, il faut donc qu'il circule d'abord dans une section de tuyau 

convergente jusqu'à ce qu'il atteigne la vitesse Mach 1 et à partir du col, le gaz doit progresser 

dans un tuyau de diamètre croissant (le divergent) pour que la vitesse continue à augmenter. 
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Fig.III.4. Schéma d’une tuyère de Laval 

 

La tuyère de Laval se compose de deux parties : 

 La section convergente, c’est la partie qui ce rectrice dans le sens de l'écoulement du 

gaz. 

 La section divergente, c’est la partie ou le diamètre s’accroit progressivement. 

A noter que la connexion entre les deux parties est appelé col. 

La fig.III.5 nous montre l’évolution de la pression (p), de la vitesse (u) et de la température 

(T) tout au long des sections d’une tuyère de Laval. La température et la pression chute 

pendent la progression du gaz dans la tuyère au moment ou sa vitesse augmente jusqu’a la 

phase supersonique au delà du col. 

 

 
Fig.III.5. Variation de T, P, V le long de la tuyère de Laval 

 

Pour analyser Les régimes des écoulements considérant la tuyère de Laval montrée dans la 

fig. 2.6, on retrouvera plusieurs catégories d’écoulement en fonction de la valeur du taux de 

détente (NPR). 

 

 Si la pression en aval pb est suffisamment faible, il existera un écoulement 

supersonique dans la portion divergente de la tuyère et éventuellement des ondes de 

choc. 

 Ecoulement subsonique : Pour les cas A et B (fig.6b), la pression pb n’est pas 

suffisamment faible pour induire un écoulement sonique au col, et l’écoulement est 

subsonique à travers l’ensemble de la tuyère de Laval. La distribution de pression est 
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calculée  d’après les relations  isentropiques  déjà  établies.  La pression de sortie est 

pb=pe et le jet est subsonique. 

 Ecoulement sonique : Pour le cas C, le rapport des sections est 
𝑆𝑒

𝑆𝑐𝑜𝑙
 exactement égal à 

𝑆𝑒

𝑆∗
  pour un nombre de Mach subsonique à la sortie. Le col devient sonique, et le débit 

massique atteint son maximum (fig.6c). l’écoulement dans le reste de la tuyère est 

subsonique, le jet inclus et pb=pe. 

 Tuyère adaptée : Cette fois considérons le cas H. ici pb est tel que  
𝑝𝑒

𝑝0
   correspond 

exactement au rapport 
𝑆𝑒

𝑆∗
   d’un nombre de Mach supersonique à la sortie. 

L’écoulement dans l'ensemble de la tuyère est isentropique et dans le divergent 

entièrement supersonique, y compris le jet à la sortie ( pb=pe). 

 

 
 

                        
Fig.III.6. Tuyère convergente-divergente : (a) Géométrie de la tuyère et configurations possibles;  

(b) distribution des pressions causée par divers pressions aval pb ; (c) débit massique. 
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 Ecoulement  Subsonique-Supersonique- Subsonique : Supposons dans ce cas que pb 

se trouve entre les cas C et H, qui est impossible d’après les relations de l’écoulement 

isentropique. Alors, les pressions pb des cas D à F ont lieu (figure 4b). le col reste 

suffoqué à la valeur sonique. Le débit massique garde sa valeur maximale (figure 4c). 

A la pression en aval du cas F l’onde de choc normale apparaîtra à la sortie de la 

tuyère.  

 Tuyère en sur-expansion : Dans le cas G, l’écoulement présentera des séries 

complexes d’ondes de choc obliques jusqu’a atteindre la pression pb. 

 Tuyère en sous-expansion : Finalement dans le cas I, pb est inférieure à celle du cas 

H, mais la tuyère est suffoquée et ne répond plus. L’écoulement à la sortie s’étend en 

de complexes séries d’ondes supersoniques. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ENP MA d’Oran                                   Cours Gazodynamique                        Mr BOUSBAA Hamza 40 

 

SERIE D’EXERCICE N°04 

 

Exemple 1 : 

Une tuyère convergente opérant en régime permanent a un col d’aire 6 cm2. La pression et la 

température génératrice sont respectivement de : 120kPa et 400K.  Le rapport de chaleurs spécifiques 

=1,4 et assumer encore que l'écoulement est isentropique et unidimensionnel. Déterminer la pression 

à la sortie et le débit massique dans deux cas : 

1.  Pb=90kPa 

2. Pb=45kPa. 

 

Exemple 2 : 

Une tuyère convergente-divergente opérant en régime permanent a un col d’aire 3 cm2 et une 

surface de sortie de 6 cm2. L’air entre dans la tuyère à 8 bars, 400 K et un mach 0.2 et 

s’écoule dans toute la tuyère. Si l’écoulement est accéléré dans toute la tuyère et le divergent 

opère en tant que tuyère supersonique, déterminer : 

1. le débit masse 

2. le mach, la pression et la température à la sortie. 

 
 

Exemple 3 : 
 

L’air à la pression P0 et à la température T0 s’écoule de façon isentropique dans une tuyère à 

partir d’un grand réservoir de stockage. À section 1 : S1= 0.05m2 et u1 = 180 m/s, p1 = 500 

kPa, et T1 = 470 K. Déterminer :   

1. La température T0, la pression P0  et le 

nombre de Mach M1. 

2. La surface au col 𝑆∗  et le débit 

massique.  

Si la section 2, S2 = 0.036m2,  

3. Calculez M2 et p2 pour l’écoulement  

(a) subsonique  

(b) supersonique. 

                            Donnée : 𝛾 = 1.4. 
 

 

 

 

 

Exemple 4 : 
 

Une tuyère convergente-divergente est alimentée avec l’air comprimé au repos sous une 

pression de 20 bars et une température de 300 °C. Le milieu, dans lequel débouche le 

divergent, est à une pression de 2 bars. L’écoulement dans la tuyère est supposé isentropique, 

on demande de déterminer : 

1. la pression, la température et la vitesse au col ; 

2. le diamètre que doit posséder le col pour que le débit soit 15 kg/s ; 

3. le diamètre que doit posséder la section de sortie pour que l’air y arrive avec une 

pression de 2 bars ; 

4. la température de l’air dans la section déterminée. 
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REPONSES SERIE D’EXERCICE N°04 

 

Exemple 1 : 

 

Si 𝑝𝑏 = 90𝑘𝑃𝑎    → 𝑝𝑏 > 𝑝∗  → 𝑝𝑒 = 𝑝𝑏 →       𝑀 = 0.654 

 

Si 𝑝𝑏 = 45𝑘𝑃𝑎    → 𝑝𝑏 < 𝑝∗→    𝑝𝑒 = 𝑝∗ = 63.4𝑘𝑃𝑎   →  �̇� = �̇�𝑚𝑎𝑥 = 0.145𝑘𝑔/𝑠 

 

 

Exemple 2 : 

 

�̇� = 0.484 𝑘𝑔/𝑠 

𝑀1 = 2.2 ,     𝑇1 = 204.87𝐾  ,     𝑝1 = 76.93𝑘𝑃𝑎 

 

 

Exemple 3 : 

 

𝑇0 = 486𝐾  ,   𝑝0 = 561.34𝐾  ,  𝑀1 = 0.414 

𝑆∗ = 0.0323𝑚
2  ,   �̇�𝑚𝑎𝑥 = 33.4 𝑘𝑔/𝑠 

 
𝑀2 = 0.6758  , 𝑝2 = 419𝑘𝑃𝑎 ,  𝑀1 = 1.4  , 𝑝2 = 171.4𝑘𝑃𝑎 

 

Exemple 4 : 

 

𝑝∗ = 1056𝑏𝑎𝑟,   𝑇∗ = 477.5𝐾 

𝐷∗ = 0.075𝑚 

𝐷2 = 0.104𝑚,    𝑀2 = 2.157 
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Chapitre IV 

 

 

Ondes de Choc  
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IV.1. Introduction 

Dans un écoulement subsonique, l’onde de son à pour mission de créer une perturbation qui 

prévient les particules fluide de la présence d’un corps en aval. Si on admit que l’écoulement 

possède une vitesse supérieure à celle de la vitesse de l’onde de son, la perturbation à plus de 

temps de prévenir la particule de l’existence de l’obstacle et un phénomène de compression se 

produit à proximité de l’obstacle.        

Effectivement, dans les écoulements supersoniques, il est prouvé expérimentalement qu’une 

discontinuité des paramètres de l’écoulement peut surgir dans une section extrêmement fixe 

de cet écoulement et qui entraine augmentation de l’entropie et donc irréversible. Cette 

discontinuité appelé onde de choc entraine les changements brusque de tout les paramètres de 

l’écoulement. 
 

On distingue deux types d’onde de choc : Une onde de choc droite, faisant un angle droit avec 

la direction de l’écoulement et une autre oblique dans le reste, faisant un angle oblique avec la 

direction de l’écoulement fig. (IV.1). Les relations de l’onde de choc oblique peuvent être 

déduites de celles de l’onde droite. 

 

 

Fig.IV.1. onde de choc à profils variés 

 

Les ondes de choc se produisent, par exemple, lors de l’aspiration dans les engins 

supersoniques, dans les conduits de refoulement des moteurs alternatifs….. 

 

IV.2 Ondes de choc droites  

 

 

 

Les relations de l’onde de choc droite stationnaire 

sont obtenues en appliquant les lois de conservation 

de la masse, de la quantité de mouvement et de 

l’énergie à un volume de contrôle de section 

transversale. 

 

 

 

Fig. IV.2. Evolution à travers une onde de choc droite 
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La conservation de la masse donne : 
 

�̇� = 𝜌1𝑢1𝑆 = 𝜌2𝑢2𝑆       𝜌1𝑢1 = 𝜌2𝑢2 (IV.1) 
 

Du moment où il n’y a que les forces de pression qui agissent sur le volume de contrôle : 
 

(𝑝1 − 𝑝2)𝑆 = �̇�(𝑢2−𝑢1)   

                                            {
(𝑝1 − 𝑝2) = 𝜌1𝑢1(𝑢2−𝑢1)

(𝑝1 − 𝑝2) = 𝜌2𝑢2(𝑢2−𝑢1)
    {

𝑢1𝑢2 − 𝑢1
2 =

𝑝1−𝑝2

𝜌1

𝑢2
2 − 𝑢2𝑢1 =

𝑝1−𝑝2

𝜌2

 

Ou bien encore : 

 𝑢2
2 − 𝑢1

2 = (𝑝1 − 𝑝2) (
1

𝜌1
+

1

𝜌2
) (IV.2) 

 

Enfin, en appliquant le principe de la conservation de l’énergie : 

 

𝑢1
2

2
+ 𝐶𝑝𝑇1 =

𝑢2
2

2
+ 𝐶𝑝𝑇2 = 𝐶𝑝𝑇0        𝑢1

2 +
2𝛾

𝛾−1

𝑝1

𝜌1
= 𝑢2

2 +
2𝛾

𝛾−1

𝑝2

𝜌2
 

𝑢2
2−𝑢1

2 =
2𝛾

𝛾−1
(
𝑝1

𝜌1
−
𝑝2

𝜌2
)                       (IV.3) 

 

En réarrangeant cette dernière relation : 

 

 
𝑝2

𝑝1
=
(
𝛾+1

𝛾−1
)
𝜌2
𝜌1
−1

(
𝛾+1

𝛾−1
)−

𝜌2
𝜌1

 (IV.4) 

 

 
𝜌2

𝜌1
=
𝑢1

𝑢2
=
(
𝛾+1

𝛾−1
)
𝑝2
𝑝1
+1

(
𝛾+1

𝛾−1
)+

𝑝2
𝑝1

 (IV.5) 

 

 
𝑇2

𝑇1
=
𝑝2

𝑝1

𝜌1

𝜌2
=
(
𝛾+1

𝛾−1
)+

𝑝2
𝑝1

(
𝛾+1

𝛾−1
)+

𝑝1
𝑝2

 (IV.6) 

 

Cet ensemble de relations qui expriment la variation de température, de pression, de densité et 

de vitesse à travers une onde de choc droite stationnaire porte le nom de Rankine-Hugoniot. 

 

La considération de la variation de l’entropie à travers une onde de choc est très importante : 

 

𝑠2 − 𝑠1 = 𝐶𝑝𝑙𝑛 (
𝑇2

𝑇1
) − 𝑟𝑙𝑛 (

𝑝2

𝑝1
)          𝑠2 − 𝑠1 = (𝐶𝑣 + 𝑟)𝑙𝑛 (

𝑝2

𝑝1

𝜌1

𝜌2
) − 𝑟𝑙𝑛 (

𝑝2

𝑝1
) 

 

𝑠2−𝑠1

𝑟
= (

1

𝛾−1
+ 1) 𝑙𝑛 (

𝑝2

𝑝1

𝜌1

𝜌2
) − 𝑙𝑛 (

𝑝2

𝑝1
)         

𝑠2−𝑠1

𝑟
= 𝑙𝑛 (

𝑝2

𝑝1

𝜌1

𝜌2
)

𝛾

𝛾−1
− 𝑙𝑛 (

𝑝2

𝑝1
) 
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𝑠2−𝑠1

𝑟
= 𝑙𝑛 [(

𝜌2

𝜌1
)
−

𝛾

𝛾−1
(
𝑝2

𝑝1
)

1

𝛾−1
]   

 
𝑠2−𝑠1

𝑟
= 𝑙𝑛 [(

𝑝2

𝑝1
)

1

𝛾−1
(
(
𝛾+1

𝛾−1
)
𝑝2
𝑝1
+1

(
𝛾+1

𝛾−1
)+

𝑝2
𝑝1

)

−
𝛾

𝛾−1

]  (IV.7) 

 

Les équations (3)-(5) montrent que la température et la densité augmentent alors que la vitesse 

diminue. 
 

L’écoulement à travers une onde de choc est adiabatique, la température génératrice ne 

change pas.  
 

Si en prend l’exemple de la tuyère de Laval, l’écoulement est illustré par la figure, fig.3. Du 

gaz s’écoule d’un réservoir où règne la pression 𝑝01, la vitesse est pratiquement nulle, il se 

détend pour atteindre un nombre de Mach est égale à 1 au col, il se produit une onde de choc 

droite. En aval de l’onde, l’écoulement est isentropiquement décéléré jusqu’à l’atteinte d’une 

vitesse nulle dans un deuxième réservoir où la pression est 𝑝02.    

 
 

Fig. IV.3. Onde de choc droite entre deux réservoirs. 

 

 

 

En considérant la variation d’entre l’état initial et l’état final : 

𝑠02 − 𝑠01 = 𝐶𝑝𝑙𝑛 (
𝑇02
𝑇01
) − 𝑟𝑙𝑛 (

𝑝02
𝑝01
) 

La température génératrice ne varie à travers une onde de choc :  

 

𝑠02 − 𝑠01 = −𝑟𝑙𝑛 (
𝑝02

𝑝01
)           

𝑝02

𝑝01
= 𝑒𝑥𝑝 (−

𝑠02−𝑠01

𝑟
) (IV.8) 

 

IV.2.1. Relations de l’onde de choc en terme du nombre de Mach 

 

La conservation de la masse donne : 

𝜌2𝑢2 = 𝜌1𝑢1       𝑢2 = 𝜌1
𝑢1

𝑎1
= 𝜌2

𝑢2

𝑎2

𝑎2

𝑎1
           

𝜌2

𝜌1
=
𝑀1

𝑀2

𝑎1

𝑎2
 (IV.9) 
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La conservation de la quantité de mouvement donne : 

 

𝑝1 − 𝑝2 = 𝜌2𝑢2
2 − 𝜌1𝑢1

2                           𝑝1 + 𝜌1𝑢1
2 = 𝑝2 + 𝜌2𝑢2

2 
 

Or : 

𝑎2 =
𝛾𝑝

𝜌
𝑝 =

𝜌

𝛾
𝑎2 

[
𝜌1

𝛾
𝑎1
2 + 𝜌1𝑢1

2 =
𝜌2

𝛾
𝑎2
2 + 𝜌2𝑢2

2]

[
𝑎1
2

𝛾
]

⁄     𝜌1+𝛾𝜌1𝑀1
2 = 𝜌2 (

𝑎2
𝑎1
)
2

+𝛾𝜌2𝑀2
2 (
𝑎2
𝑎1
)
2

 

 
𝜌2

𝜌1
=
1+𝛾𝑀1

2

1+𝛾𝑀2
2 (
𝑎1

𝑎2
)
2

 (IV.10) 

 

L’équation de l’énergie donne : 

 

[𝑢1
2 + (

2

𝛾−1
) 𝑎1

2 = 𝑢2
2 + (

2

𝛾−1
) 𝑎2

2]

[
2𝑎1

2

𝛾−1
]

⁄          

   (
𝛾 − 1

2
)𝑀1

2 + 1 = (
𝛾 − 1

2
)𝑀2

2 (
𝑎2
𝑎1
)
2

+ (
𝑎2
𝑎1
)
2

 

 

Qui peut être réarrangée : 

 (
𝑎2

𝑎1
)
2
=
(𝛾−1)𝑀1

2+2

(𝛾−1)𝑀2
2+2

 (IV.11) 

 

En éliminant  
𝜌2

𝜌1
 entre (Equ 9) et (Equ 10) : 

 

𝜌2

𝜌1
=
1+𝛾𝑀1

2

1+𝛾𝑀2
2 (
𝑎1

𝑎2
)
2
=
𝑀1

𝑀2

𝑎1

𝑎2
             

𝑎2

𝑎1
=
1+𝛾𝑀1

2

1+𝛾𝑀2
2 (
𝑀2

𝑀1
) 

 

En combinant avec (Equ IV.11), on peut obtenir le nombre de Mach en aval en fonction de 

celui en amont : 

 𝑀2
2 =

(𝛾−1)𝑀1
2+2

2𝛾𝑀1
2−(𝛾−1)

 (IV.12) 

 

On peut déduire que : 

 
𝑝2

𝑝1
=
2𝛾𝑀1

2−(𝛾−1)

(𝛾+1)
 (IV.13) 

 

 
𝜌2

𝜌1
=

(𝛾+1)𝑀1
2

2+(𝛾−1)𝑀1
2 (IV.14) 

 

 
𝑇2

𝑇1
=
[2𝛾𝑀1

2−(𝛾−1)][2+(𝛾−1)𝑀1
2]

(𝛾+1)2𝑀1
2  (IV.15) 
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Pour l’air  𝛾 = 1.4 
 

𝑀2
2 =

𝑀1
2+5

7𝑀1
2−1
            

𝑝2

𝑝1
=
7𝑀1

2−1

6
            

𝜌2

𝜌1
= 

6𝑀1
2

5+𝑀1
2           

𝑇2

𝑇1
=
(𝑀1

2+5)(7𝑀1
2−1)

36𝑀1
2  

 

 

IV.2.2.Tables de l’onde de choc droite 

Les relations données dans la section précédente permettent de dresser des tables et des 

graphes représentant tous les rapports gazodynamique à travers une onde de choc pour un 

rapport de chaleurs spécifiques donné.   

 

La forme typique d’une table comporte les colonnes suivantes : 

𝑴𝟏 𝑴𝟐 𝒑𝟐
𝒑𝟏

 
𝑻𝟐
𝑻𝟏

 
𝝆𝟐
𝝆𝟏

 
𝒂𝟐
𝒂𝟏

 
𝒑𝟎𝟐
𝒑𝟎𝟏

 
𝒑𝟎𝟐
𝒑𝟏

 

 

 

IV.3.Ondes de choc obliques 

 

IV.3.1 Introduction 

Les ondes de choc peuvent se former à angle oblique σ par rapport à l’écoulement 

supersonique. Ce type d’ondes dévie l’écoulement d’un angle δ (angle de déflexion), 

contrairement aux ondes de choc normales, pour lesquelles l’écoulement aval ne change pas 

sa direction. Un choc oblique est causé essentiellement par la nécessité d’un écoulement de 

tourner selon un certain angle. Exemple, les ondes de chocs obliques se forment à la proximité 

du nez d’un avion militaire. La géométrie de l’écoulement considéré est illustrée dans la 

figure (IV.4). Comme dans la section précédente des ondes de choc normales l’état 1 dénote 

les conditions en amont et l’état 2 dénote celles en aval. 

 

 
 

Fig. IV.4. Géométrie d’un écoulement à onde de choc oblique. 
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L’angle de choc oblique a une valeur σ, et la vitesse de l’écoulement en aval  u2 change de 

direction d’un angle δ qui est fonction de σ et les conditions de l’état 1. Par contre, 

l’écoulement en aval de l’onde de choc oblique peut être supersonique, sonique ou subsonique 

tout dépend des conditions de l’écoulement et de l’angle de choc σ. 

 

IV.3.2. Equations de base 

 

Il est préférable d’étudier l’écoulement à choc oblique en lui décomposant en deux 

composantes normale et tangentielle par rapport à l’onde, (voir figure IV.4). Pour un volume 

de contrôle très mince, on peut écrire les relations Rankine-Hugoniot, sachant que   S1 et S2 les 

sections de part et d’autre de l’onde : 

La conservation de la masse donne : 
 

𝜌1𝑢𝑛1 = 𝜌2𝑢𝑛2                                                                                             (IV.16) 
 

La projection normale de l’équation de quantité de mouvement est : 

𝑝1 − 𝑝2 = 𝜌2𝑢𝑛2
2 − 𝜌1𝑢𝑛1

2                                                                                                  (IV.17) 
 

La projection tangentielle de l’équation de quantité de mouvement est : 
 

𝜌1𝑢𝑛1(𝑢𝑡2 − 𝑢𝑡1) =0                                                                                                        (IV.18) 
 

En appliquant le principe de la conservation de l’énergie : 

 

𝐶𝑝𝑇1 +
𝑢𝑛1
2

2
+
𝑢𝑡1
2

2
= 𝐶𝑝𝑇2 +

𝑢𝑛2
2

2
+
𝑢𝑡2
2

2
= 𝐶𝑝𝑇0     

 

D’après l’équation (3) on peut déduire qu’il y’en a pas de variation de la vitesse tangentielle à 

travers un choc oblique : 

           𝑢𝑡2 = 𝑢𝑡1 = 𝑢𝑡                                                                                                      (IV.19) 

 

Pour les nombres de Mach :  

 

𝑀𝑛1 =
𝑢𝑛1

𝑎1
=
𝑢1

𝑎1
𝑠𝑖𝑛 𝜎 = 𝑀1 𝑠𝑖𝑛 𝜎                                                               (IV.20a) 

 

 𝑀𝑛2 =
𝑢𝑛2

𝑎2
=
𝑢2

𝑎2
𝑠𝑖𝑛(𝜎 − 𝛿) = 𝑀2 𝑠𝑖𝑛(𝜎 − 𝛿)                                           (IV.20b) 

 

IV.3.3. Relations de l’onde de choc en terme du nombre de Mach 

 

Pour un gaz parfait (𝛾 =Const), et avec  M1 remplacé par Mn1 : 

 
𝑝2

𝑝1
=

1

𝛾+1
[2𝛾𝑀1

2𝑠𝑖𝑛2𝜎 − (𝛾 − 1)]                                                                                   (IV.21) 

 

𝜌2

𝜌1
=

𝑡𝑎𝑛𝜎

𝑡𝑎𝑛(𝜎−𝛿)
=

(𝛾+1)𝑀1
2𝑠𝑖𝑛2𝜎

(𝛾−1)𝑀1
2𝑠𝑖𝑛2𝜎+2

=
𝑢𝑛1

𝑢𝑛2
                                                                              (IV.22) 
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𝑇2

𝑇1
= [2 + (𝛾 − 1)𝑀1

2𝑠𝑖𝑛2𝜎]
2𝛾𝑀1

2𝑠𝑖𝑛2𝜎−(𝛾−1)

(𝛾+1)2𝑀1
2𝑠𝑖𝑛2𝜎

                                                       (IV.23) 

 

La température génératrice ne varie à travers une onde de choc :  𝑇01 = 𝑇02 

                                   

 
𝑝02

𝑝01
= [

(𝛾+1)𝑀1
2𝑠𝑖𝑛2𝜎

(𝛾−1)𝑀1
2𝑠𝑖𝑛2𝜎+2

]

𝛾

𝛾−1
[

𝛾+1

2𝛾𝑀1
2𝑠𝑖𝑛2𝜎−(𝛾−1)

]

1

𝛾−1
                                      (IV.24) 

 

𝑀𝑛2
2 =

(𝛾−1)𝑀𝑛1
2 +2

2𝛾𝑀𝑛1
2 −(𝛾−1)

                                                                                             (IV.25) 

 

 

 

IV.3.5. Adaptations des tables du choc normal aux chocs obliques 

 

Les tables (II) représentant les relations des ondes de choc normal peuvent être adaptées aux 

calculs des ondes de choc obliques en introduisant l’angle σ. Une onde de choc oblique avec 

un nombre de Mach amont  M1 peut, par une transformation appropriée, être réduite à une 

onde de choc normale avec un nombre de Mach amont de  M1 sinσ  et le nombre de Mach en 

aval M2 sin(σ-δ). 

 

La forme typique d’une table comporte les colonnes suivantes : 

𝑴𝟏 𝑴𝟐 𝒑𝟐
𝒑𝟏

 
𝝆𝟐
𝝆𝟏
=
𝒖𝟏
𝒖𝟐

 
𝑻𝟐
𝑻𝟏

 
𝒑𝟎𝟐
𝒑𝟎𝟏

 
𝒂𝟐
∗

𝒂𝟏
∗  

𝑴𝟏 𝒔𝒊𝒏𝝈 𝑀2 𝑠𝑖𝑛(𝜎 − 𝛿)  =
𝑢1𝑛

𝑢2𝑛
    

 

Une famille complète de solutions des ondes de choc obliques peut être tracée ou calculée 

d'après les équations (20-25). En utilisant une relation trigonométrique pour tan(σ-δ) , cela 

peut être réécrit de cette forme : 

𝑡𝑎𝑛 𝛿 =
2 𝑐𝑜𝑡 𝜎(𝑀1

2𝑠𝑖𝑛2𝜎−1)

𝑀1
2(𝛾+𝑐𝑜𝑠2𝜎)+2

                                 (IV.26) 

 



ENP MA d’Oran                                   Cours Gazodynamique                        Mr BOUSBAA Hamza 50 

 

 
Fig. IV.5. Angles de choc 𝜎 en fonction de déflexion du choc oblique 𝛿  

pour divers nombre de Mach, 𝛾 = 1.4. 

 

 

Donc, toute les solutions possibles de l'équation (IV.26) pour 𝛾 = 1.4 sont tracées dans le 

graphe de la figure (IV.5). Pour les déflexions 𝛿 < 𝛿𝑚𝑎𝑥 il y'a deux solutions : un choc faible 

(𝜎 petit) et un choc fort (𝜎 grand). La ligne en tirets est ajoutée au graphique pour montrer où  

M2 est exactement sonique. 

Pour les déflexions nulles 𝛿 = 0, la famille de chocs faibles satisfait la relation : 

 

𝜎 = 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛
1

𝑀
                                                                                                                (IV.27) 
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SERIE D’EXERCICE N°05 

 

Exemple 1  

Une onde de choc droite prend naissance en un point d’écoulement d’air où la pression est 30 kPa et la 

température -30 °C. Si le rapport de compression à travers l’onde est de 2.7, trouver la pression, la 

température en aval de l’onde et les deux vitesses et les nombres de Mach en amont et en aval de 

l’onde.  

 

Exemple 2  

Un gaz de masse molaire 39.9 et un rapport de chaleurs massiques 1.67 se transvase dans une 

tuyère. Une onde de choc se produit en une section de l’écoulement où le nombre de Mach est 

2.5, la pression 40 kPa et la température -20 °C. Déterminer le nombre de Mach, la pression et 

la température en aval de l’onde. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Exemple 3 
 

L’air est éjecté d’un grand réservoir où règnent une pression de 500 kPa et une température de 

35 °Cà travers un conduit de section variable. Une onde de choc se produit en une section où 

le Mach est de 2.5. Déterminer la pression et la température juste en aval de l’onde. Ensuite, 

l’écoulement débouche dans un autre grand réservoir. Déterminer la pression et la température 

dans cet autre réservoir. Considérer l’écoulement comme unidimensionnel isentropique sauf 

au niveau de l’onde.  
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REPONSES SERIE D’EXERCICE N°05 

 

Exemple 1 : 

 

𝑝2 = 81𝑘𝑃𝑎 , 𝑇2 = 331.9𝐾 , 𝑢1 = 489.9𝑚/𝑠 , 𝑀1 = 1.568 ,   𝑢2 = 247.8𝑚/𝑠 , 𝑀2 = 0.668 

 

Exemple 2 : 

 

𝑀2 = 0.553  ,  𝑇2 = 710𝐾   ,  𝑝2 = 303𝐾 

 

Exemple 3 : 

 

𝑀1 = 2.5    →  𝑝1 = 22.25𝑘𝑃𝑎  ,  𝑇1 = 136.87𝐾 

 

𝑀1 = 2.5    →  𝑀2 = 0.513     𝑝2 = 208.4𝑘𝑃𝑎  ,  𝑇2 = 292.6𝐾 

 

𝑀2 = 0.513     → 𝑝02 = 249.4𝑘𝑃𝑎  ,  𝑇02 = 308𝐾 
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Chapitre V 

 

Ecoulement adiabatique avec frottement  

(Ecoulement de Fanno) 
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V.1 Introduction 

Les parties précédentes ont montré l'effet du changement de section sur un écoulement 

compressible en négligeant le transfert de chaleur et le frottement. Dans ce chapitre on 

considère l'effet de frottement et on néglige le changement de section ainsi que le transfert de 

chaleur.  

 

V.2. Lignes de Fanno  

Considérons un écoulement unidimensionnel et stationnaire d'un gaz parfait avec une chaleur 

spécifique constante, à travers une conduite de section constante avec des parois adiabatiques 

et aucun travail externe, et supposons que les différences d'élévation produisent des 

changements négligeables par rapport aux effets de frottement. Un tel l'écoulement est appelé 

l'écoulement de Fanno. Le frottement de la paroi (due à la viscosité) est le principal facteur 

entraînant des changements dans les propriétés des fluides, pour l'écoulement compressible 

adiabatique à travers des conduits de surface constante. 

Les suppositions de base sont : 

1. Ecoulement unidimensionnel, stationnaire et adiabatique 

2. Gaz parfait avec des chaleurs spécifiques constantes 

3. Conduite à section droite constante 

4. Travail mécanique et changements d'énergie potentielle négligeables 

5. Contrainte de cisaillement près de la paroi corrélée par un facteur de frottement de 

Darcy. 

ℎ0 = ℎ +
𝑢2

2
= 𝐶𝑡𝑒                                                                                                          (V.1) 

Suivant l’équation de continuité on a :  

 S1=S2 →   𝜌1𝑢1 = 𝜌2𝑢2 = 𝐺 = 𝐶𝑡𝑒                            (V.2) 

L’équation de ligne de Fanno en fonction de l’enthalpie et la densité s'exprime de la manière 

suivante : 

ℎ = ℎ0 −
𝐺2

2𝜌2
= 𝑐𝑡𝑒           (V.3) 

Cette relation est représentée graphiquement sur la figure V.1,  pour une seule valeur de h0 et 

pour plusieurs valeurs de G.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                     

                                                                                                     Fig.V.1 lignes de Fanno 
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V.3. Les équations de l’écoulement de Fanno 

Le but ici est d'exprimer sous forme analytique les variations des caractéristiques 

d'écoulement sur la longueur d'un conduit de surface constante. Cela nécessite l’introduction 

de l'équation de quantité de mouvement, avec un terme représentant les forces de frottement. 

Considérons le volume de contrôle élémentaire de la conduite de section S et la longueur dx 

dans la figure (V.2). La section est constante, mais d'autres propriétés de l'écoulement (p, ρ, Τ, 

h, u ) peuvent varier avec x. 

 
 

Fig.V.2. Volume de contrôle élémentaire pour un écoulement avec frottement  

dans une conduite de section constante. 

 

 

L’application des trois lois de conservation à ce volume de contrôle donne trois équations 

différentielles suivantes :  

 

- La conservation de la masse donne : 

𝜌𝑢 = 𝐶𝑡𝑒               et              
𝑑𝜌

𝜌
+
𝑑𝑢

𝑢
= 0               (V.4) 

- La conservation de quantité de mouvement donne : 

�̇�[(𝑢 + 𝑑𝑢) − 𝑢] = −(𝑝 + 𝑑𝑝)𝑆—𝑝𝑆 − 𝜏𝑤𝜋𝐷ℎ𝑑𝑥           

 

       𝑑𝑝 +
4𝜏𝑤𝑑𝑥

𝐷
+ 𝜌𝑢𝑑𝑢 = 0                                    (V.5) 

Avec 𝐷h  : le diamètre hydraulique, qui peut être défini de la manière suivante: 

 

𝐷ℎ =
4∗𝑆

𝑝é𝑟𝑖𝑚è𝑡𝑟𝑒
                             (V.6) 

On peut facilement montrer que 𝐷h = 𝐷  pour un conduit circulaire de diamètre D. 

 

- La conservation d’énergie donne : 

𝐶𝑝𝑇 +
𝑢2

2
= 𝐶𝑝𝑇0                         𝑢𝑑𝑢 + 𝐶𝑝𝑑𝑇            (V.7) 

 

Pour des raisons de fermeture, la résolution de ces équations nécessite deux relation 

complémentaires.  
 

     Pour un gaz parfait : 𝑝 = 𝜌𝑟𝑇    
𝑑𝑝

𝑝
=
𝑑𝑇

𝑇
+
𝑑𝜌

𝜌
                     (V.8) 
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Pour éliminer 𝜏𝑤 présent dans l'équation (V.5), on suppose que la contrainte de cisaillement à 

la paroi est corrélée par un coefficient de frottement local de Darcy f 

 

𝜏𝑤 =
1

8
𝑓𝜌𝑢2 =

1

8
𝑓𝛾𝑝𝑀2                            (V.9) 

 

Où  f  est calculé en fonction du nombre de Reynolds local et de la rugosité de la paroi en 

utilisant l’équation de Colebrook, ou le diagramme de Moody. 

 

V.4. Relations du nombre de Mach 

Le phénomène physique provoquant des changements dans les propriétés d'écoulement est le 

frottement visqueux. Par conséquent, nous choisissons la variable 𝑓
𝑑𝑥

𝐷
 comme indépendante.  

Toutes les équations peuvent être écrites en termes du nombre de Mach M (x) et du coefficient 

de frottement, en employant la définition du nombre de Mach. 

 

𝑢2 = 𝑀2𝛾𝑟𝑇     2
𝑑𝑢

𝑢
= 2

𝑑𝑀

𝑀
+
𝑑𝑇

𝑇
 

 

𝑑𝑝

𝑝
= −𝛾𝑀2 1+(𝛾−1)𝑀

2

2(1−𝑀2)
𝑓
𝑑𝑥

𝐷
                  (V.10) 

 

𝑑𝜌

𝜌
=

𝛾𝑀2

2(1−𝑀2)
𝑓
𝑑𝑥

𝐷
= −

𝑑𝑢

𝑢
               (V.11) 

 

𝑑𝑝0

𝑝0
=
𝑑𝜌0

𝜌0
= −

1

2
𝛾𝑀2𝑓

𝑑𝑥

𝐷
               (V.12) 

 

𝑑𝑇

𝑇
= −

𝛾(𝛾−1)𝑀4

2(1−𝑀2)
𝑓
𝑑𝑥

𝐷
                (V.13) 

 

𝑑𝑀2

𝑀2
= 𝛾𝑀2

1+
1

2
(𝛾−1)𝑀2

1−𝑀2
𝑓
𝑑𝑥

𝐷
               (V.14) 

 

 

 

Notez que la pression et la densité d'arrêt diminuent le long de la conduite pour l’écoulement 

soit subsonique ou bien supersonique. 

 

Le paramètre clef ci-dessus est le nombre de Mach. Si l’écoulement d'entrée est subsonique 

ou supersonique, le nombre de Mach de la conduite a toujours tendre vers M =1, parce que 

c'est le chemin le long à travers lequel l'entropie augmente, voir la figure V.3. Si la pression et 

la densité sont calculées des équations précédentes, les résultats peuvent être tracés dans la 

figure (V.4) en fonction du nombre de Mach pour 𝛾=1.4. 
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Fig.V.3. Ecoulement adiabatique avec frottement 

 T en fonction du s 

 

Pour tirer des formules pratiques, nous attaquons d'abord l’équation qui relie le 

nombre de Mach au frottement. Séparons les variables et intégrons : 

 

 

(V.15) 

 

L'intégration de cette équation d'un nombre de Mach  subsonique à un nombre de Mach est égale 1, 

donner la valeur de L*
 comme suit: 

 

 

 

(V.16) 

Où 𝑓e̅st la valeur moyenne du coefficient de frottement entre 0 et L*.  En pratique, un 𝑓m̅oyen 

est toujours supposé. Pour des conduites non circulaires, D est remplacé par le diamètre 

hydraulique. 

 

 
 

Fig.V.4. Ecoulement adiabatique avec frottement dans 

un conduit de section constante et M=1. 
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L'équation précédente est tabulée en fonction du nombre de Mach dans la table (III), voir 

l’annexe. La longueur L* est la longueur de conduite exigée pour développer un écoulement 

dans la conduite partant du nombre de Mach M jusqu’au point sonique. Beaucoup de 

problèmes impliquent les conduites courtes qui ne deviennent jamais soniques, pour lequel la 

solution emploie les différences des longueurs "maximums", ou soniques tabulées. Par 

exemple, on donne la longueur ΔL exigée pour se développer de  M1 à  M2 par 

 

 

 

(V.17) 

 

Cela évite le besoin de tabulations séparées pour des conduites courtes. 

Il est recommandé que le coefficient de frottement 𝑓 ̅soit estimé à partir du diagramme de 

Moody pour des nombres de Reynolds moyen et le rapport de la rugosité pariétale du conduit. 

 

V.5. Rapports de propriétés 

Les formules pour d'autres propriétés d'écoulement le long de la conduite peuvent être 

dérivées des équations précédentes. 

La température totale est constante, on peut écrire le rapport des températures statiques: 

 

 

 

(V.18) 

 

Cela peut également être exprimé comme : 

 

 

(V.19) 

 

Le rapport de pression statique : 

 

 

(V.20) 

 

Le rapport de densité statique : 

 

 

(V.21) 

 

Le rapport de pression totale : 

 

 

(V.22) 

 

les propriétés soniques p*,  𝜌 ∗ , T* et les propriétés d'arrêts p0, et𝜌0 sont les quantités 

constantes de référence appropriées dans l’écoulement adiabatique dans les conduites. La 

théorie calcule alors les proportions p/p*, T/T*, etc., comme une fonction du nombre de Mach 

local et l'effet de frottement intégré. 
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Les résultats intégrés sont : 

 

 

 

(V.23) 

 

 

 

(V.24) 

 

 

 

(V.25) 

 

 

 

(V.26) 

 

Toutes ces proportions sont tabulées dans la table (III). Pour calculer les changements entre 

des points M1 à  M2 qui ne sont pas soniques, les produits de ces proportions sont employés.  

 

V.6. Tables de calcul pour les courbes de Fanno  

 
A partir des équations précédentes on peut écrire les tableaux de cet écoulement,  suivant Fanno Flow 

avec 𝛾 = 1,4. 
 

 
     

Tableau.V.1. Ecoulement adiabatique avec frottement, voir l'annexe III. 
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SERIE D’EXERCICE N°06 

 

 

Exemple 1  

 

Considérez un écoulement d'air à travers un conduit de diamètre intérieur = 0,15 m et de longueur = 

30 m. Les conditions de l'écoulement d'entrée sont 𝑀1 = 0, 3, p1 =1atm et T1 = 273 K. En supposant 

que f =0.005, calculez les conditions de l'écoulement à la sortie, 𝑀2, 𝑝2, 𝑇2, 𝑒𝑡 𝑝02. 

 

 

Exemple 2  

 

Considérez un écoulement d'air à travers un conduit de 5 cm de diamètre. L'air entre à 𝑀 = 2,5 et doit 

sortir à 𝑀 = 1,5. Quelle longueur de conduit est requise? Quelle longueur de conduit donnerait 𝑀 = 1 à 

la sortie? Supposons que 𝑓 = 0,002 et que l'écoulement soit adiabatique. 

 

 
 

Exemple 3  
 

 

Considérez un écoulement d'air à travers une pipe circulaire et isolée à un taux de 495kg/minute.la 

pression, la température et le nombre de Mach à l’entrée sont : 0.3MPa, 270 C, et 0.5 respectivement. 

Le coefficient de frottement pour le pipe est assumé constant et égale 0.005.si le nombre de Mach à la 

sortie est de 0.5, déterminer : 

 

- Le diamètre de la pipe. 

- La longueur de la pipe. 

- La pression et la température de l’air à la sortie. 

- La chute de pression de stagnation. 
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REPONSES SERIE D’EXERCICE N°06 

 

Exemple 1 : 

 

𝑀2 = 0.475,  𝑝2 = 0.713𝑎𝑡𝑚, 𝑇2 = 265.8 𝐾, 𝑝02 = 0.728𝑎𝑡𝑚 

 

 

Exemple 2 : 

 

𝐿 = 1.85𝑚, 𝐿1
∗ = 2.7𝑚 

 

 

Exemple 3 : 

𝐷 =0.317 𝑚, 𝐿 = 428.75 𝑚, 𝑝2 = 87.6𝑘𝑃𝑎, 𝑇2 = 287𝐾, 𝑝02 − 𝑝01 = 0.2011𝑀𝑃𝑎 
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Chapitre VI 

 

 

Ecoulement avec Transfert de chaleur et 

sans frottement (Ecoulement de Rayleigh) 
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VI.1. Introduction 

Jusqu'à présent, nous n'avons considéré l'effet du changement de la section et du frottement 

sur le processus de l'écoulement du gaz. Dans ce chapitre, nous examinons un écoulement 

unidimensionnel compressible stationnaire dans un canal à section constante avec l’addition 

de la chaleur, dans lequel l'effet de frottement est négligé. Cet écoulement est appelé dans la 

littérature Rayleigh Flow. 

Donc, l'écoulement de Rayleigh est un écoulement sans frottement avec transfert de chaleur à 

travers un canal de section transversale constante. Comme dans l'écoulement de la ligne 

Fanno, un gaz parfait est supposé. Dans l'écoulement de Rayleigh, le refroidissement peut 

également être appliqué. L'accélération de la vitesse d'écoulement change la direction lorsque 

le refroidissement est appliqué. La densité et la pression changent en raison du 

refroidissement ou du chauffage externe. Contrairement aux deux modèles précédents, le 

transfert de chaleur peut être dans deux directions pas comme le frottement. Ce fait crée une 

situation différente par rapport aux deux modèles précédents. Ce modèle s'applique au cas où 

le transfert de chaleur est important. 

 

VI.2. Equation de base  

 

Pour l'écoulement de gaz à travers un canal à section constante sans frottement, l'équation de 

quantité de mouvement peut s'écrire comme : 

 

 

 

             (VI.1)  

 

Par la continuité : 

 

             (VI.2)  

 

Combiner les Eqs. (VI.1) et (VI.2), nous obtenons 

 

 

(VI.3) 

 

Pour des valeurs constantes de 𝐺 et 𝐹/𝐴, Eq. (VI.3) définit une relation unique entre la 

pression et la densité, appelée la ligne de Rayleigh. Puisque l'enthalpie ℎ et l'entropie 𝑠 sont 

toutes deux des fonctions de 𝑝 et 𝜌, figure VI.1. Eq. (VI.3) peut être utilisé pour représenter 

une ligne de Rayleigh sur le diagramme ℎ − 𝑠. En général, la plupart des fluides utilisés en 

pratique ont des courbes de Rayleigh de la forme générale illustrée à la figure VI.2. 
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Fig.VI.1 : Courbe de Rayleigh sur le plan p-v 

 

 

 
Fig.VI.2 : courbe de Rayleigh sur le plan h-s 

 

 

La partie de la courbe de Rayleigh au-dessus du point d'entropie maximale correspond 

généralement au l'écoulement subsonique et la partie au-dessous au l'écoulement 

supersonique. Le processus de chauffage simple est thermodynamiquement réversible; par 

conséquent, l'addition de chaleur doit correspondre à une augmentation d'entropie et le rejet 

de chaleur doit correspondre à une diminution d'entropie (la 2ème loi de la thermodynamique 

n’a aucune restriction). Par conséquent, le nombre de Mach est augmenté par chauffage est 

diminué par refroidissement, aux vitesses subsoniques. En revanche, le nombre de Mach est 

diminué par chauffage et augmenté par refroidissement, aux vitesses supersoniques. Pour 

l'addition de chaleur à des vitesses subsoniques ou supersoniques, la quantité d'apport de 

chaleur ne peut pas être supérieure à celle pour laquelle le nombre de Mach sortant est l'unité. 
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Fig.VI.3 Ecoulement de Rayleigh dans une conduite de section constante 

 

Nous décrirons l'écoulement d'un gaz parfait à travers une conduite à section constante, sans 

frottement. 

Considérer le volume de contrôle illustré à la figure 5.3 

Le bilan énergétique sur le volume de contrôle est : 

 

 

(VI.4) 

 

L’équation de la conservation de masse : 

 
(VI.5) 

 

L’équation du moment (5.1) peut être exprimée comme: 

 

 

(VI.6) 

 

Le terme de moment 𝜌u2 peut s’écrit en terme de nombre de Mach : 

 

 

(VI.7) 

 

L’équation du moment devient : 

 

 

(VI.8) 

 

Le rapport de pression peut être exprimé comme : 
 

 

 

(VI.9) 

Pour ne pas dimensionner l'équation, la première section est prise comme section générale et 

la deuxième section comme section critique. Pour la section générale, la pression est p et la 

section critique est p*. Le nombre de mach correspondant aux deux sections est 𝑀 et 1 

respectivement.  

D'où l'équation devient: 
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(VI.10) 

 

Le rapport de température : 

L'équation d'état des gaz parfait peut en outre aider à obtenir le rapport de température 

comme: 

 

 

(VI.11) 

 

L’équation de la conservation de masse : 

 

 

(VI.12) 

 

Le rapport des densités peut être exprimé comme : 

 

 

(VI.13) 

 

La substitution des équations (VI.11) et (VI.12) dans l'équation (VI.13) donne : 

 

 

 

(VI.14) 

En remplaçant la section générale et la section critique à la place des sections 1 et 2, nous 

obtenons : 

 

 

(VI.15) 

 

Le rapport de la densité : 

De l’équation de gaz parfait Le rapport de densité peut s'écrire : 

 

(VI.16) 

La substitution des équations (VI.9) et (VI.14) donne : 

 

 

 

(VI.17) 

 

En remplaçant la section générale et la section critique à la place des sections 1 et 2, nous 

obtenons : 

 

 

(VI.18) 
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La courbe Rayleigh présente deux maximums possibles, un pour 𝑑𝑠/𝑑𝑇 = 0 et le deuxième 

peut être exprimé comme 𝑑𝑇/𝑑𝑠 = ∞. La deuxième loi est utilisée pour trouver l'expression 

de dérivée : 

 

 

 

 

(VI.19) 

 

 

(VI.20) 

 

L'équation du changement d'entropie peut être généralisée en considérant la première section 

comme section critique et la deuxième section comme section générale. 

 

 

(VI.21) 

 

 

 
Fig.VI.4 Courbe de Rayleigh dans le diagramme T-s 

 

 

Sur le diagramme T-s, une famille de courbes peut être dessinée pour une constante donnée. 

Alors, pour chaque courbe, plusieurs observations peuvent être généralisées. Le point 

particulier de M = 1/γ1/2 lorsque de la chaleur supplémentaire est appliquée, la température 

augmente jusqu'à ce point et ensuite diminue. La transition vers l'écoulement supersonique se 

produit lorsque la zone change, ce qui est similaire au l'écoulement de Fanno. Encore, le choc 

peut s'expliquer par le fait que l'augmentation de l'énergie doit s'accompagner d'une 

S 
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augmentation de l'entropie, mais l'entropie de l'écoulement supersonique est plus faible (voir 

la figure VI.4) et donc ce n'est pas possible (l'entropie maximale à 𝑀 = 1 ). 

 

La liste complète des effets de simple changement de T0 sur les propriétés d'écoulement 

interne de conduite est comme suit : 

 
                     *   Augmente jusqu’à M = 1/γ1/2 et diminue ensuite. 

                           **  Diminue jusqu’à M = 1/γ1/2 et augmente ensuite. 

 

Suivant ce tableau le paramètre le plus significatif dans cette liste est la pression d’arrêt p0, 

qui diminue toujours pendant le chauffage si l'écoulement est subsonique ou supersonique. 

Ainsi le chauffage augmente le nombre de Mach d'un écoulement, mais entraîne une perte 

dans la pression effective. 

 

VI.3. Conditions d’arrêt   

 

Le rapport de pression d’arrêt est obtenu en combinant la relation de pression de stagnation 

isentropique à deux sections avec le rapport de pression statique entre les deux sections : 

 

 

 

(VI.22) 

 

Avec les mêmes étapes on obtient le rapport de température de stagnation : 

 

 

 

(VI.23) 
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En remplaçant la section générale et la section critique à la place des sections 01 et 02, des 

équations précédentes nous obtenons : 

 

 

 

(VI.24) 

 

 

 

(VI.25) 

 

VI.4. Tables de calcul  

 

A partir des équations précédentes on peut écrire le tableau de cet écoulement avec 𝛾 = 1,4 
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SERIE D’EXERCICE N°07 

 

Exemple 1 : 

 

L'air circule dans une conduite à surface constante. La pression et la température de l'air à 

l'entrée de la conduite sont respectivement de 100 kPa et 10°C et le nombre de Mach d'entrée 

est de 2,8. 

La chaleur est transférée à l'air lorsqu'il circule dans la conduite et, par conséquent, le nombre 

de Mach à la sortie est de 1,3. Trouvez la pression et la température à la sortie. Si aucune onde 

de choc ne se produit dans l'écoulement, déterminez la quantité maximale de chaleur qui peut 

être transférée à l'air par unité de masse d'air. Trouvez également la pression et la température 

de sortie qui existeraient avec ce taux de transfert de chaleur maximal. Supposons que 

l'écoulement soit constant, que les effets de le frottement des parois puissent être négligés et 

que l'air se comporte comme un gaz parfait, (  Cp= 1.007𝐾𝐽/𝑘𝑔 ). 

 

 

Exemple 2 : 

 

L'air fourni par un réservoir à travers une tuyère convergente entre dans une conduite 

circulaire sans frottement avec un nombre Mach M1 = 0,5 et une température et une pression 

de 300K et 300 kPa, respectivement. Une quantité de chaleur de 100 kJ / kg a été ajoutée au 

l'écoulement. Trouver la vitesse à la sortie. Quelle est la pression de retour? Quel est le 

changement d'entropie ? 

Supposons que la chaleur spécifique de l'air soit de 1,004 kJ / kg⋅K. 

 

 
 

Exemple 3 : 
 

 

L'air circule dans une conduite à surface constante, avec une vitesse d’entrée de150m/s, 

température de 60 °C et une pression de 0.5MN/m2.une quantité de chaleur de 180kJ/kg, a été 

ajoutée au l'écoulement. 

Trouver la pression finale, nombre de Mach final, le changement de pression de stagnation et 

de l’entropie.( 𝐶𝑝 = 1.005 kJ/kg⋅K). 
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REPONSES SERIE D’EXERCICE N°07 

 

Exemple 1 : 

 
 

𝑞 = 354.3𝐾𝐽/𝑘𝑔 

 

 
 

Exemple 2 : 

 

 

 

 
 

 

Exemple 3 : 

 

𝑝01 = 0.5/0.8907 = 0.5641𝑀𝑁/𝑚2 

𝑀2 = 0.63 

𝑝01 − 𝑝02 = 0.5641 − 0.5187 = 0.0427𝑀𝑁/𝑚2 

𝑠2 − 𝑠1 = 1.005 ln1.489 − 0.287 ln 0.7942 = 0.4662𝑘𝐽/𝑘𝑔𝐾 
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Annexes  

 

 



 

TABLE I : Ecoulement isentropique d’un gaz parfait (γ =1.4). 



            

TABLE II : Ecoulement à onde de choc normale d’un gaz parfait (γ =1.4). 



         



                      

TABLE III : Ecoulement adiabatique d’un fluide dans une canalisation de section constante, gaz parfait (γ =1.4). (Courbes de Fanno). 

 



TABLE IV : Ecoulement compressible non visqueux avec 

transfert de chaleur dans une canalisation de section 

constante, gaz parfait (γ =1.4). (Courbes de Rayleigh). 
 

 

 

 

 

 



 
 

 

 



ENP MA d’Oran                                   Cours Gazodynamique                        Mr BOUSBAA Hamza 79 

 

Références 

 

 Oosthuizen, Patrick H . Carscallen, William E, Compressible Fluid Flow, Edition 

CRC Press (1997), International Standard Book Number 0-07-048197-0. 

 John D. Anderson, Modern Compressible Flow with Historical Perspective, Jr. Third 

Edition, McGraw-Hill, ISBN O-07-112161-7 (ISE). 

 Frank M. White , Fluid-Mechanics, 7th-Ed-Mcgraw-Hill-Series-in-Mechanical-

Engineering, 2011, ISBN 978-0-07-352934-9. 

 A. Boukhari , Notes de cours de gazodynamique, Cours gazo-dynamique univesité de 

El-Oued, 2008. 
 P. Balachandran,  Fundamentals of Compressible Fluid dynamics,  New Delhi-11000-2009, 

Inc. ISBN -978-81-203-2857-0. 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


	I.1.1 Définitions
	I.1.2 Le phénomène de compressibilité
	I.1.3 Hypothèses Fondamentales
	I. 2.1 L’équation de continuité
	I.2.2 L’équation de conservation de la quantité de mouvement ( Equation d’Euler)
	I.2.3 L’équation de conservation de l’énergie
	I.2.4 L’équation d’état
	I. 2.5 Considérations de l’entropie
	I.3.1. Classification des fluides compressibles
	I.3.2 Ecoulement isentropique dans un tube de courant
	I.3.3 Les relations différentielles entre P, u, S, ρ
	I.3.4 Vitesse du son
	I.3.5 Les ondes de Mach
	SERIE D’EXERCICE N 01
	Exemple 1 :
	Exemple 2 :
	Exemple 3 :
	Exemple 4 :
	Exemple 5 :
	Exemple 6 :

	REPONSES SERIE D’EXERCICE N 01
	Exemple 1 :
	Exemple 2 :
	Exemple 3 :
	Exemple 4 :
	Exemple 5 :
	Exemple 6 :

	SERIE D’EXERCICE N 02
	Exemple 1 :
	Exemple 2 :
	Exemple 3 :
	Exemple 4 :
	Exemple 5 :
	Exemple 6 :
	Exemple 7 :

	REPONSES SERIE D’EXERCICE N 02
	Exemple 1 :
	Exemple 2 :
	Exemple 3 :
	Exemple 4 :
	Exemple 5 :
	Exemple 6 :
	Exemple 7 :

	II.1.1. Ecoulement isentropique dans une section variable
	II.1.2. Conditions d’arrêt
	II.1.3. Conditions critiques
	II.1.4. Tables et Graphes de l’écoulement isentropique
	II.2.1. Relations section et nombre de Mach
	II.2.2. Relations différentielles entre p, u et S
	SERIE D’EXERCICE N 03
	Exemple 1 :
	Exemple 2 :
	Exemple 3 :
	Exemple 4 :
	Exemple 5 :
	Exemple 6 :
	Exemple 7 :

	REPONSES SERIE D’EXERCICE N 03
	Exemple 1 :
	Exemple 2 :
	Exemple 3 :
	Exemple 4 :
	Exemple 5 :
	Exemple 6 :
	Exemple 7 :

	SERIE D’EXERCICE N 04
	Exemple 1 :
	Exemple 2 :
	Exemple 3 :
	Exemple 4 :

	REPONSES SERIE D’EXERCICE N 04
	Exemple 1 :
	Exemple 2 :
	Exemple 3 :
	Exemple 4 :

	IV.2.1. Relations de l’onde de choc en terme du nombre de Mach
	IV.2.2.Tables de l’onde de choc droite
	IV.3.1 Introduction
	IV.3.2. Equations de base
	IV.3.3. Relations de l’onde de choc en terme du nombre de Mach
	IV.3.5. Adaptations des tables du choc normal aux chocs obliques
	SERIE D’EXERCICE N 05
	Exemple 1
	Exemple 2
	Exemple 3

	REPONSES SERIE D’EXERCICE N 05
	Exemple 1 :
	Exemple 2 :
	Exemple 3 :

	V.1 Introduction
	V.2. Lignes de Fanno
	V.3. Les équations de l’écoulement de Fanno
	V.4. Relations du nombre de Mach
	V.5. Rapports de propriétés
	V.6. Tables de calcul pour les courbes de Fanno
	SERIE D’EXERCICE N 06
	Exemple 1
	Exemple 2
	Exemple 3

	REPONSES SERIE D’EXERCICE N 06
	Exemple 1 :
	Exemple 2 :
	Exemple 3 :

	VI.1. Introduction
	VI.2. Equation de base
	VI.3. Conditions d’arrêt
	VI.4. Tables de calcul
	SERIE D’EXERCICE N 07
	Exemple 1 :
	Exemple 2 :
	Exemple 3 :

	REPONSES SERIE D’EXERCICE N 07
	Exemple 1 :
	Exemple 2 :
	Exemple 3 :


