Talhaoui













Exercise 0.1 Fonction porte
Soit IT 1a fonction définie sur R par

1 s X<,
il = { 0 sinon.

1. Calculer la transformée de Fourier de IT(x).
2. En déduire que

+eo /sinx\ 2
— | dx=m.

Solution :

1. On remarque que I1(x) est paire, alors on a

(o) = \/127: [ je—faxn(x)dx _ \/z /0 * cos(ax)dx = \/z Si“;g).

2. D’apres I’égalité de Parseval, on a

[ iipda= [ ineopax

—oo —o0

ce qui implique que

2 [tesin®(¢ 3
7/ (zz)da:Z/zdx:I.
T)w « 0

Le changement de variable § =x donne

+oo /ginx\ 2
— | dx=m.
[ ()

Exercise 0.2 Fonction triangle
Soit A la fonction définie sur R par

1= x| si oy <1,
Afx) = { 0 sinon.

1. Calculer la transformée de Fourier de A(x).

2. Vérifier que A'(x) = TI(x+4) —TI(x— ).

3. Calculer la transformée de Fourier de A’(x) et retrouver le résultat de la question 1.
4. En déduire la valeur de I’intégrale

+oo /i 4
L) e
0 X



Solution :

1. On remarque que A(x) est paire, alors on a

Aa) = \/127{ /_ :w e A (x)dx = \/z /0 (1 - x) cos(aux)dx

Apres une intégration par parties, on obtient

-~ 21—coso 22 . ,/0
Alo) = n(ﬂ:\/;(xzsm (3)

2. A est dérivable par morceaux sur R, on a

1 si —1<x<0,
ANx)=< -1 si0<x<l,
0 si |x] > 1.

Vérifions que A'(x) = TI(x+ 3) —I(x— 3).
Pour cela posons a = x — % etb=x+ %, et remarquons quea < betb—a=1.
Si -1<x<0,0ona II(a) =0, II(b) =1 donc A'(x) =I1(b) —I1(a) = 1.
Si O<x<l,ona II(a) =1, II(h) =0donc A'(x) =II(b) —I(a) = —1.
Si IxI>1,ona II(a) =TI(h) =0 donc A'(x) =TI(b) —II(a) =0
3. Ona

R(@) = # (N(x+ 3))(@) - F (x4 5))(@)
Donc

ioA(a) = 3 Ti(a) — e 5 TH( ) 2isin( )ﬁ(a)
On déduit que

4. D’apres I’égalité de Parseval, on a

oo oo
| if@Pda= [ " mePa,

ce qui implique que

16 [+ sin* (%)
— / 2 do=2 | x)2dx ==
T Jo 3
En effectuant le changement de variable x = %, on obtient

+oo /i 4
/ () dx=".
0 X 3



Exercise 0.3 Soit a > 0, en utilisant le résultat de 1’exercice 1, montrer que

si |x] <a,
si x| =a,

/+°° sin(at)cos(xt)dt o
! si |x] > a.

—oo

Owla q

En déduire que
T gint b4
—dt = —.
/o t 2

Solution :
Notons

Ha(x):H(x):{ I si j|<a,

0 sijx|>a.

—~ ~ 2 sin(ax
I, () = 2al1(2ac) = ﬂsmg‘;).

En utilisant le théoreme d’inversion, on obtient

1 oo~ ; I, (x™) + T, (x~
[ e = T,
V2T J - 2
donc
1 2 [t~ sin(aa)cos(xa) } St x| <a,
— —/ ————————da=4 5 si|x|=a,
V2TV T e o 0 si|x|>a.
d’ol
. Tosi|x|<a,
/+ sm(aa)cos(xoc)da o IXI —a
o * 0 silx|>a.

Sia=1etx=0, on obtient

+eosino +e° sint T
/ do=7n = / —dt = —.
o 0 t 2

—o0

Exercise 0.4 Fgnction Gaussienne

Soit f(x) = e~ z.On donne [ f(x)dx = \/27.
(a) Vérifier que f'(x) +xf(x) =0.
(b) Calculer la TF de f.
(c) Utiliser ce résultat pour calculer

Hoo
/ e 7 cos(wx)dx, (weR).
0
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Solution :

(a) On a

[§)
[N]

X X

fa)=e"7 = fi(x) = —xe” 7 = —xf(x).

par suite I’équation f’(x) +xf(x) = 0 est vérifiée .

(b) Les fonctions f, f’ et xf(x) sont absolument intégrables sur R.
En appliquant les propriétés de la transformée de Fourier, on obtient

F(f0)(a) = f(a),
Z(f (0)(@) = iaf(a),
F(xf(x)(e) =i(f) (a)

Comme f'(x) +xf(x) = 0, alors

() (@) +af(a) =

En résolvant cette équation différentielle, on obtient

2

flay=ce™ =

ou C est déterminée par

c=f(0) wm/mf

2
X2 . .
(c) Comme x +— e~ = cos(@x) est une fonction paire, on a

+oo 2 +oo 2
/ e 7 cos(wx)dx 2/ e 7 cos(wx)dx
0
V2 e ] 2
— VT Re </ eZe’wxdx>
2 — V27

_V2irm
=5

flo)=

Exercise 0.5 (a) Calculer la TF de la fonction f(x) = e M.
(b) En déduire la valeur de I’intégrale

+e° cos(ax)
dx.
/0 T+2

Solution :

(a) Comme f est paire on peut utiliser la TF-cosinus

flo) = fe(o) = \/g/()+wcos(ax)e"dx.



Apres une double intégration par partie, on obtient

A 2 1
f(a)_\/;lJrozZ’ Va €R.

Comme f est continue sur R, le théoréme d’inversion entraine pour tout x € R

x)=e M= \/?/erﬁ.(a)cos(ax)doc

/+°° cos( ch
1+ a2
D’ou
tec T
/ 0s(ax) dx=Z2¢11  VaeR.
o 1+x% 2

Exercise 0.6 On considere la fonction f(x) = ¢~ avec a > 0.
(a) Calculer la TF de f.

(c) Calculer fx* f, en déduire la TF de x — m
(d) Déterminer la TF de x — ﬁ

Solution :

(a) En utilisant la propriété de changement d’échelle et le résultat de I’exercice précédent, on
obtient

(b) Poura=1,o0na f(a) = \/%H]az.

En utilisant la continuité de f(x) = ¢~ et le théoréme d’inversion, on obtient

e

Maintenant on a

F ; (@) / _
1+x2 \/271: oo l—l—x2

(c) Ona

Fer = [ rae )y

+
_ / e~ gl gy
/ alle|=3) gy 4 / el gy,
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Six>0,ona
0 X o0
f*flx)= / e_“(x_2y>dy+/ e_axdy—l—/ e =gy
oo 0 X
B e~ w = e—lax
- 2a e DAl 2a

1
:eﬂ”<x+>.
a
La fonction f étant paire, f* f(x) I’est aussi, et on a donc
~af !
fof) = (el + -
sa transformée de Fourier est donnée par
fxfla)=V2nf(a) f(a),

pour a = 1, on obtient

2 2
— 2 1 2 1
o) =2 ——— | =24/ — | -
fxi(@) ﬂ( 7rl+oc2) \/;<1+a2>
En appliquant la TF-inverse, on a

7 (e ) 0 = 3y Bt = 1y e ).

Par un changement de notations, on peut écrire

7! (mlgcz)z) (o) = ;\/ze—lal (o] +1).

Comme .# (m) () =71 (m) (—a) on obtient

7 (M) (@) = ;\/fe“ (o +1).

remarquons que

1\ -
1+x2)  (14+x2)2

donc
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