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Insformée de Fourier

2.1 Transformée de Fourier

2.1.1 Fonction absolument intégrable
Définition 2.1.1 Soit f : R — C continue par morceaux. On dit que f est absolument intégrable
sur R si I'intégrale 77| f(x)|dx existe.
On note L' (R), I’ensemble des fonctions f absolument intégrables sur R

s Exemples 2.1 .

. fix— ﬁ appartient a L' (R) car :

oo dx ) X dx i
/ —— = lim / =2 lim arctanX = 7.
oo 14X2 Xote_x 1422 X—+oo
2. g(x) = x n’appartient pas a L' (R) car :

oo X
/ |x|dx = lim lx|dx = lim X? = oo,
X X

o X—+oo J_ — o0

2.1.2 Transformée de Fourier
Définition 2.1.2 Soit f € L' (R). On appelle transformée de Fourier 1’application f : R — C
définie par

1 e
fla) =7 (@)= [ e sty

p) En physique la fonction fla) = .Z(f) est appelée spectre de fréquence du signal f(z). On

montre que lim)g|_, ;o fla)=0.
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m Exemple 2.1 (Fonction porte)

fo={ 1 Shs!

sifr] >1
Il est clair que f € L!(R). La transformée de Fourier de f est définie par

A

i) m/+°° 10

1
/ —lOtt 1 |:_ le—tat:|
Gz AN -1

_ 1 (e"“—efi“): /zsina.
io2xw T O

» Exemple 2.2 Soit a € C tel que sa partie réelle Re(a) > 0. On considere la fonction définie par

f(t):{ e ¢ sit>0

0 sinon

Ona f € L'(R). En effet

b 1

too b 1
— —iRe(a) gp — 1 - Re(@)| _ .
J = i e = i | e ™ = e

D’autre part on a

o) = —— it () dr
flay=—— [ 50
1 tee .
- —(a+zoc)zd
e t
V2mJo
b
=L gim [ L patian
2T b—+oo | IO+ a 0
_ 1
 V2r(a+ia)

2.1.3 Propriétés
Propriété 2.1.1 Linéarité

FAf+ug) =AF(f)+usF(g), Vf.geL'(R); VA,ueC.

Propriété 2.1.2 Transformée d’une dérivée

Si f est continue et si f' € L!(R), alors on a
F () =iaZ (f)(a).
Propriété 2.1.3 Dérivation en o

d

7gq Z (@) =—iF (tf(1)) (@).



2.2

2.2 Transformée de Fourier inverse

11

Propriété 2.1.4 Décalage temporel

F (ft—a) (@) = e ““F (f)(c), VacR.

Propriété 2.1.5 Décalage fréquentiel

F (ei“’f(t)) (a)=Z(f)(x—a), VaeR.
Propriété 2.1.6 Changement d’échelle

7 (fla) (@) = - 7(1) (2). vaer

la| a

Produit de convolution

Définition 2.1.3 Soient f,g € L;(R), on appelle produit de convolution de f et g la fonction

notée f x g définie par :

(Fre)t) = | Flu)glt—u)du.

On a le résultat suivant

Propriété 2.1.7 Si f,g € L'(R), alors (fxg) € L'(R), eton a

F(fxg) =V2mF (f).F(g).

Transformée de Fourier inverse

Définition 2.2.1 Soit f € L' (R). On appelle transformée de Fourier inverse de f la fonction :

ag—1 zat
F@ == [ s

On a le théoreme d’inversion suivant

Theorem 2.2.1 (théoreme d’inversion)
Si f et Z(f) sont dans L' (R), alors :

FHFD)N0) = | lim 1)+ lim 19
En particulier, si f est continue en ¢, alors .Z ! (Z (f)) (t) = f(1).

De plus on a

A

oo oo
f(o) ﬁ/ e Y f(1)dt < f(1) ﬁ/ e fla)(a)do
T T

m Exemple 2.3 on reprend la fonction porte définie par
1 osi <1
f(t)_{o SIS

On a établit dans I’exemple 2.1 que

floy= 2502
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D’apres le théoreme?2.2.1 d’inversion, il vient que

1/+weia[sinada:{ ch(t) si [ #1
TJ o a

donc

1 = . sino 1 1 = . sino 1
L G S L PP
TJ) o 2 TJ o

Par addition, on obtient

oo i +oo g
1/ 2cos((x)sm(oc)da:1/ s1n(20c)dOC:1
TJ o TTJ o

Par le changement de variable x = 2, on déduit que

+e° sinx

[
—00 x

2.2.1 Transformée de Fourier-cosinus et Transformée de Fourier-sinus

Cas particuliers :
1. si f est paire

~

Fla) = \/127: /_ j (cos(ar) — isin(ar)) £(r)dt

or, les fonctions 7 — f(¢)cos(at) etz — f(t)sin(ot) sont respectivement paire et impaire.
Donc :

™ b) cos(aut)dr =2 0+°° £(t) cos(at)dt

et
—+oco
f(t)sin(ar) =0.

D’ou la propriété suivante

Propriété 2.2.2 Si f est paire, f(ct) est réel et on a

A A 2 [t
fla) = fe(a) =1/ = / f(t)cos(at)dt (transformée de Fourier-cosinus)
0

2. Si f est impaire, on obtient de la méme facon

Propriété 2.2.3 Si f est impaire, f(a) est imaginaire pur et on a
A A 2 [Fe
fla)=fi(a)=—i E/ f(t)sin(ar)dt  (transformée de Fourier-sinus)
0

2.2.2 Formule de Parseval
Définition 2.2.2 Soit f : R — C continue par morceaux. On dit que f est de carré intégrable

sur R si I'intégrale [*27|f(x)|>dx existe.
On note L*(R), I’ensemble des fonctions f de carré intégrables sur R
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Theorem 2.2.4 (Parseval)
Si f € L*(R), alors on a la formule de Parseval

[ 1swpa= [ i@k

—oo —o0

m Exemple 2.4 on reprend la fonction porte définie par

RIRTE

si || >1

On sait que

o) = \/zsit;a'

D’apres I’identité de Parseval, on obtient

2+ gin? 1
== (zo‘)da:/ dt =2.

On déduit que

+o° sin%x
5 dx=rm.
—00 .x
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