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Exercise 0.1 Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f, 2x—périodique telle que
f(x) =x? sur [-7, 7|
En déduire les sommes suivantes :

Solution :
Soit f la fonction 27—périodique définie sur [—7, 7] par f(x) = x°.
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On remarque que la fonction f est paire, alors b, =0, Vn € N.

Pour toutn > 1, 0n a

2 [T 2 (7,
= f/ f(x)cos(nx)dx = —/ x~cos(nx)dx
T Jo T Jo
En utilisant I’intégration par partie deux fois, on obtient

_ 41y

a,; =
n2

D’autre part, on a

1 (7 1=, n?
ao—E/o f(x)dx—;/oxdx—?.

D’apres le théoreme de Dirichlet, la série de Fourier associée a f est convergente sur R et sa somme
Ty
3 &

est définie par

n

cos(nx)

1
Sp(x) = 5 (f(x+0)+ f(x—=0)), VxeR.
Comme f est continue sur R, on a
Sr(x) = f(x), Vx e R.

En particulier lorsque x = 7, on obtient f(7) = n° = ”2 + 4Zn = L d’oti I’on tire que
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De méme six=0,ona f(0) =0= +4Z
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En appliquant 1’égalité de Parseval, on obtient
4 oo 4
T 1 1 /" b4
—4+8) —=— fdx = .
9 + n; n* n_/o TETs
2 . oo ] 4
On déduit que Y, - = 5.

Exercise 0.2 Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f impaire, 27 —périodique
définie sur [0, 7| par f(x) = (x— %)%
En déduire la relation :

+o0 (_ n 7'L' +o0
Z(2n+1 _KZ

:

Solution :
Soit f la fonction impaire, 27 —périodique définie sur [0, 7[ par f(x) = (x— %)2.
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| } )2  3m)2
—2m —3m/2 =T n/2 ¥ o X
[ 7{2/4 | |
La fonction f étant impaire, on doit avoir a, =0, Vn & N.
Sin € N*, en utilisant I’intégration par parties on obtient
2 (" AN
b, = E/o ( - 5) sin(nx)dx
2 7\ 2 cos(nx) 7\ 2sin(nx)  2cos(nx)]”
2 (%) ) n
T 2 n 2 n? n’ 0

:%(1—(—1)") (ﬁ—é)

Les termes de rang pair étant nuls, la série de Fourier associée a f est donnée par

43 n? 2 :
Sp(x) = E};} (4(2k+ 0 2kt 1)3> sin(2k+1)x.

qui converge sur R, d’apres le théoreme de Dirichlet.



Comme f est continue en x = 7, on a

- T 4 e n? 2
$1(3)=f(5)=0= ;kg(_l)k <4(2k+ ) (2k+ 1)3>

d’ou la relation

o0 (—l)k B 12 00 (—l)k
a 8 k=0

,§O<zk+1>3 2%+1°

Exercise 0.3  (a) Calculer la série de Fourier de la fonction f, 2r—périodique définie sur
0,27 par f(x) = x°.
(b) Etudier la convergence de la série de Fourier associée a f.

(c) Déduire la somme suivante : Z,J{:l nl—z

Solution :
Soit f la fonction 27—périodique définie sur [0,27] par f(x) = x°.

Ya

1 1

| |

! !

! !

| |

| |

| |

e o (N
7

—4r  2r 27 4w

(a) La série de Fourier ) a, cos(nx) + b, sin(nx) associée a f peut s’écrire sous forme complexe
Y ez €™, avec ap = ¢y, et pour tout n > 1

ap = Cp+Cy,
by =1i(cp—c_p).
Onapourtoutn >1, c¢,= ﬁ Oznxze_i”"dx.

En utilisant I’intégration par partie, il vient que

i 2
1 —inx 2 2= .
Cp=— <[x2€ . ] 4+ — xe_mxdx>
2n in |, inJo

2 1 [,
=——+ —/ xe "™dx
0
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D’autre part, on a

1, 1 [ an?
=— dx=— | 2| =,
0 27:/0 rar 2%[3]0 3
On déduit que
4 4 4
ao:%, an:;, b":_%r’ Vn>1.

D’ot la série de Fourier associée a f :
Am? X/ 4 A .
Sp(x)=—+ 21 ﬁcos(nx) e sin(nx) | .
n—=
(b) D’apres le théoreme de Dirichlet, la série de Fourier associée a f est convergente sur R, en

particulier S¢(x) est définie sur [0,27[ par

x> si x€]0,2x],
Sf(x):{ 271.2 si X:]O, [

p) La fonction somme n’étant pas continue, la convergence ne peut pas €tre uniforme sur
R.

(¢c) Six=0,0ona
42 =1
0)=21"=—+4Y =
Sf() T 3 + ;”27

d’ou I’on tire
+oo 1 7'[:2

Li=%

n=1

Exercise 0.4 Trouver les coefficients de Fourier de la fonction f, 2w—périodique définie sur
[—m, 7] par f(x) = |sinx]|.
En déduire le sommes suivantes :

S Sl N S
San2 -1 Z4an2-1" &= (4n?—-1)2
| |
Solution :

g(x)=|sinx|, xeR
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La fonction f étant paire, on doit avoir b, =0, Vn € N.

Sin>2,ona
2 T
ay = —/ sin(nx) cos(nx)dx
T Jo

:;/On(Sin(nle)x—sin(n_1)x)dx
:1[_Cos(n+1)x cos(n_l)x]n
0

T n+1 n—1
B 214 (—1)"
T n2—1

D’autre part, on a
| 2 2 (" 1 /= .
ag = — sinxdx=— a;=— sinxcosxdx = — sin2xdx =0
7T Jo T T Jo T Jo
En remarquant que les coefficients de de rang impair sont nuls, il vient que

4 1
=——— Vk>1.
2% Tak:—1’ -
Comme f est continue sur R, le théoréme de Dirichlet entraine que

|sinx| = 2 4 f ! cos(2kx), VxeR
inx| == —— x x €R.
Tom= Ak -1 ’

En posant x =0,7 respectivement, on obtient

f 1 - i" (—1)k
_— - (&) =
Ak —-1 2 = 4k —1

R -
INES

En appliquant la formule de Parseval, on a

i +Z 1 l/ﬂsinZ dr= - /ﬂ(l cos2x)d
— 5, — xXdx = — - X)dx = ~
2 =4k -1)2 m)o 27 Jo 2’

d’ot I’on déduit que

HM+
5‘\ >~I
N

4k2—1

Exercise 0.5 Soit f: R — R la fonction 2w —périodique telle que f(x) = e* six €] —

(a) Montrer que f est développable en série de Fourier.
(b) Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f.
(c) Etudier la convergence de la série de Fourier.

(d) En déduire les valeurs des sommes :

T, |
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Solution :

Soit f la fonction 2w —périodique définie sur | — 7, 7|, par f(x) = e*.

. .

-3r 2rn —T

(a) Comme f est 2 —périodique, continue et de classe ¢! sur | — 7, [, alors f est développable

en série de Fourier sur R.
(b) Nous allons calculer les coefficients de la série de Fourier complexe de f.

On a pour toutn € N

1 T .
= —/ ee "™ dx
2w J—x

17
_ (lfm)xd
21 /—n’e *

1 e(l—in)x &
T2 | 1—in
-7

21 1—in
B (_l)n en’_efn'
2n 1—in
__shzm (=1)"
o 1—in

(c) D’apres le théoréme de Dirichlet, la série de Fourier complexe ¥,z c,e™™ associée a f est
convergente simplement sur R, et sa somme S¢(x) est définie par

Se(x) = %(f(x—i—O)—i—f(x—O)), Vx e R.

En particulier on a

Shl (_l)neinx_{ e si XE]—TC,%'[,

T neZl—m chrt si x==+m.

p) Lafonction somme n’étant pas continue, la convergence ne peut pas €tre uniforme sur
R.



(d) e Pour x = 0, on obtient

sht « (—1)"
=2
T Z 1—in’

nez

soit

T g 1 1 o2(=1)"

— =1 —1)" =—1

shr L) ( +1—|—in> +r;)1+n2’
d’ou I’on tire

el G DL
Z( ):7G5+Q.
S 1+n2 2 \shm

e Pour x = 7, on obtient

hr 1
chnzs—z —,
a=7 1—in
soit
n 1 & 2(—-1)"
R et B Y
thr aoy 1—in = 1+n

d’ou I’on tire

*Z‘”l_1<ﬂ+1>
= 1+n2 2 \thn '
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