Transformée de Fourier (suite)

Mme. Ghamnia *

12 avril 2020

Correction de 'exercice 1 du TD :

1.
1 s |2 <1/2
II(z) =

0 sinon;

Comme II est paire, on a :

- \/g /0 - M(z)cos(ax) dr = \/g /0 - cos(ax) dx
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Si a # 0 alors : II(a) = f [smax] = \/i 2
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Sia=0 alors: \/7 1/2 —/—.
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Comme :
2 S’ln (6%
lim H = lim
a—0 a—0

alors II est prolongeable par continuité en 0; et on peut écrire :

1

A 5 sin-a

Va € R H(a):\/i 2
T o«

2. La transformée inverse de Fourier nous permet d’écrire :

/\

—+o0o —+oco
II(x) / [I(a)e™ do = / (cos axr + isin ax) da
\/ 27 \ 2T )
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Pour z = %, on aura :
M) +T0(17) 140 1 1] [T sinjacosia L T sin® 1o J
== = —_— = — _— /L Oé
2 2 2 7w/ o oo «
sin? ;oz . )
Comme o — est impaire alors
+90 5in? %oz
da =0
e @
et donc :
1_ l/*oo sin v cos s o
2 ) 5 o
Par intégration par partie :
1 -1
u=— = du=— do
Q@ o
o
dv = sin — cos — da = v —sin2§
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Ce qui nous donne, en posant © = «/2 :

T gin? ¢
der =7

x2

—00

1 Dérivée de la Transformée de Fourier

Théoréme 1.1 Soit f: R — C une fonction satisfaisant aux conditions suivantes

1. feH
2. Dopérateur Pf € H tel que Pf est défini par (Pf)(z) = zf(z)

3. f est continue.

Alors f € CY(R,C) et on a :
F(f)e) = (Fla) = gof() = = [ fwperan

En dérivant sous le signe somme (intégrale), on obtient :

/ ” e dy = —iF(Pf)(a) = —iPf(a).

F ()= (f)(a) = ~ e



Remarque 1.1 [Dérivées successives de la TF]

Plus généralement, on a :

F(f)a) = (=) F(Pf)().

2 Transformée de Fourier de la dérivée

Théoréme 2.1 Soit f : R — C une fonction satisfaisant auzr conditions suivantes :
1. feH
2. f € CY(R)
3. df e H.

Alors f € Cy et
F(f) @) =iaF(f)(e)

Indication pour la démonstration :

F(f)(a) = \/% / " fa)eo d,

une intégration par partie, sachant que f € Cy, nous donne le résultat.

Remarque 2.1 [TF de la dérivée m-iéme]
Plus, généralement pour la dérivée d’ordre m, nous avons :

F(f™)(a) = (ic) ™ F(f)(a)

3 Quelques propriétés de la transformée de Fourier

3.1 Linéarité :

L’intégration étant une opération linéaire alors la transformée de Fourier [’est aussi,
c’est a dire :

VNueR, VfgeH: FAf + pg)(a) = AF(f)(a) + pF(g)(a)

3.1.1 TF de la translation :

Soit T € R et soit f : R — C une application. On note fr(x) = f(x—T). Si f € H,
nous avons :

F(fr)(o \/% /+OO fr(z)e ™ dx \/_/ f(x —T)e " du,
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Posonst =x — T, alors :

+00 +oo efiTa +oo )
f(fT)(Oé) — \/Lz_ﬂ-/_ f(t)e_i(H_T)a dt = \/LQ_W/_ f(t>€—itae—iTa dt = \/% /_ f(t)e—zta dtI

Donc : 4
F(fr)(a) = e T F(f)(a)
3.2 TF de I'homothétie :

Soit k € RY et soit f: R — C une application. On note fi(x) = f(kx). Si f € H,
nous avons :

F(fr)(a m/ﬂo fr(z)e " do = \/—/ f(kx)e ™" de,

Posons t = kx, alors :

A = = [ a0 G| [ e = 5rn (7).

[e.9]

Donc :

3.3 Modulation :

Inversemant, la transformée de Fourier de la fonction v — €' f(z) ( avec ag réel)
est donnée par :

Flew @) = = [ e e ir = [ e dx-f(f(as))(a—ao»l

Devoir :
Faire lexercice 2 de la fiche de TD et le rendre avant le 19/04/2020.



